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摘要

引力场和规范场的统一有两种途径。一种是将引力场表示为主丛连络，另一种是将规范场表

示为仿射连络。Poincaré 规范理论和度量-仿射规范理论采用第一种途径。本文采用第二种途

径，其中：

一、规范场与引力场都可表示为仿射连络，它们可以用统一的空间标架来描述。

二、时间可看作关于内外部坐标空间所有维度的总度量，在壳（on-shell）可看作梯度方向，

量子理论可看作梯度方向分布的几何理论。于是，规范理论、引力理论和量子理论拥有了相

同的几何基础和统一的演化描述。

三、在仿射连络表示中，耦合常数、手征不对称性、PMNS 混合和 CKM 混合能够作为几何

性质而自动出现。值得注意的是，PMNS 混合和 CKM 混合可以被解释为对称性降低所自发

导致的几何结果，从而无须再被看作拉氏量中的直接假设。

四、用仿射连络表示的规范场的统一理论可以避免诸如 SU(5) 等理论中质子衰变成轻子的

问题。

五、夸克的色禁闭会有一种可能的几何解释。

在仿射连络表示中，我们可以更好地理解以上这些物理性质，因此将规范场表示为仿射连

络很可能是通往物理学终极理论的必经之路。

关键字：规范场的仿射连络表示，耦合常数的几何意义，时间度量，参考系，梯度方向的分布
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1 引言

1.1 背景和目的

我们知道，在规范场理论中，场强和规范协变导数

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν , Dµ = ∂µ − igT aAa

µ

中都含有耦合常数 g，它表征着相互作用的强度。一个问题是，为什么会有耦合常数 g？

如果我们将规范场用仿射连络来表示，那么可以得到一种很好的理解。例如，用 ΓMNP 来表示规范势，

那么不难找到某种特定的条件来使得曲率张量

RM
NPQ = ∂PΓ

M
NQ − ∂QΓM

NP + ΓM
HPΓ

H
NQ − ΓH

NPΓ
M
HQ

转变为

RMNPQ = ∂PΓMNQ − ∂QΓMNP + ΓMHPΓ
H
NQ − ΓH

NPΓMHQ

= ∂PΓMNQ − ∂QΓMNP +GRH(ΓMHPΓRNQ − ΓRNPΓMHQ).

(1)

这时，RMNPQ 可以用来表示场强。另外，对于任意的 ρM，我们看到

ρM ;P = ∂P ρM − ΓH
MP ρH = ∂P ρM −GRHΓRMP ρH . (2)

(1) 和 (2) 意味着耦合常数 g可以具有几何意义，它来源于 GRH。

这暗示我们，只有当采用仿射连络来表示规范场时，一些物理性质才能被更好地理解。另一方面，在广

义相对论中，引力场也是用仿射连络来描述的，因此用仿射连络来统一地描述引力场和规范场是比较方便

的。所以研究规范场的仿射连络表示是必要的，这是本文的基本动机。用仿射连络来表示规范场很可能是通

往物理学终极理论的必经之路。

我们知道，有以下两种途径来统一引力场和规范场。

一种途径是将引力场表示为主丛连络。把引力场的变换群Gravi(3, 1)作为主丛的结构群，来建立引力场

的规范理论，其局域变换群形如 Gravi(3, 1)⊗Gauge(n)，例如 Poincaré 规范理论 [1–11] 和度量-仿射规范理

论 [12–23]。这种途径可以直观地理解为

gravitation theory
be incorporated into
−−−−−−−−−−−−−−−−→ the framework of gauge theory.

另一种途径是将规范场表示为仿射连络。这就是本文所采用的途径，引力场和规范场都用仿射连络来描

述。此外，我们还要建立基本粒子场的仿射连络表示。这种途径可以直观地理解为

gauge theory
be incorporated into
−−−−−−−−−−−−−−−−→ the framework of gravitation theory.
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1.2 思路和方法

我们把建立规范场的仿射连络表示的问题分为以下三个部分。

（1）怎样的仿射连络既能描述引力场，又适合描述规范场和基本粒子场？

（2）怎样在仿射连络表示中描述这些场的演化？

（3）仿射连络表示中的电磁、弱和强相互作用场有怎样的具体形式？

对于问题（1）：在 Riemann 流形 (M,G) 上，度规张量可表示为 GMN = δABB
A
MB

B
N 和 GMN =

δABCM
A CN

B ，其中 BA
M 和 CM

A 是半度规，或称标架场。显然半度规比度规更基本，因此，我们希望 BA
M 或

CM
A 被看作引力场和规范场的统一的标架场，并且将 BA

M 或 CM
A 的标架变换看作规范变换。于是，我们需要

更一般的流形 (M,BA
M )而不是 Riemann 流形 (M,G)。

接下来，我们用度规和半度规共同构造一个新的连络，它既是仿射连络，又是纤维丛上的连络。这样就

可以将引力场和各种规范场统一于由半度规定义的流形 (M,BA
M )。

另外，我们注意到，在基于主丛连络表示的理论中：

（1）同样是满足 Dirac 方程的几个复值函数，有时用它们指称带电轻子场 l，有时又用它们指称中微子

场 ν。这些场函数 l和 ν 是基于怎样的内在几何构造而获得区分的，这并未明确。

（2）规范势是抽象的，它们不具有内在的几何构造。换句话说，引力场的 Levi-Civita 连络 Γµ
νρ 是由度规

gµν 构造的，但规范场的连络 Aa
µ 是由什么几何量构造的并不明确。

相比之下，在本文的仿射连络表示中，我们能够以内部空间的半度规BA
M 和 CM

A 为粒子场 l和 ν及规范

场 Aa
µ 赋予几何构造。这样一来，它们不再仅仅是群的不可约表示，而且还拥有了具体的几何实体。

对于问题（2）：一个基本的困难是，时间受引力场的影响，但不受规范场的影响，这导致引力场的演化

描述与规范场的演化描述有本质的不同。在这种情况下看起来很难在仿射连络表示中得到一个统一的演化理

论。不过，我们发现，将时间定义为关于内部坐标空间和外部坐标空间所有维度的总度量，然后用流形的单

参数可微变换群来定义演化，这样就能克服以上困难。

既然规范场和引力场都表示为仿射连络，那么荷、流、质量、能量、动量和作用量这些与规范场相联系

的性质也必须有相应的仿射表示。这样一来，杨-Mills 方程、能量动量方程、Dirac 方程会都变成梯度方向上

的几何性质，换句话说，在壳（on-shell）演化用梯度方向来刻画。相应地，量子理论就可以理解为梯度方向

分布的几何理论。
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对于问题（3）：基本的想法是，在D维流形上，将半度规 BA
M 和 CM

A 的m, a ∈ {4, 5, · · · ,D}的分量 Ba
m

和 Cm
a 作为电磁、弱和强相互作用标架场，将 BA

M 和 CM
A 的其余分量作为引力标架场。

将仿射连络取为

ΓM
NP ≜ 1

2

([
M
NP

]
+
{
M
NP

})
=

1

2

[
CM

A

(
DPB

A
N

)
+
{
M
NP

}]
=

1

2

[
CM

A

(
DCB

A
N

)
bCP +

{
M
NP

}]
=

1

2

[
CM

A

(
∂BA

N

∂ζC
+
(
A
BC

)
BB

N

)
bCP +

1

2
GMQ

(
∂GNQ

∂xP
+
∂GPQ

∂xN
− ∂GNP

∂xQ

)]
=

1

2

[(
CM

A

∂BA
N

∂xP
+ CM

A

(
A
BP

)
BB

N

)
+

1

2
GMQ

(
∂GNQ

∂xP
+
∂GPQ

∂xN
− ∂GNP

∂xQ

)]
,

(3)

其中 bCP ≜ ∂ζC

∂xP 是局部坐标变换，
{
M
NP

}
是 Christoffel 符号，GMN = δABB

A
MB

B
N，[

M
NP

]
≜ CM

A

(
DPB

A
N

)
= CM

A

∂BA
N

∂xP
+ CM

A

(
A
BP

)
BB

N

称为规范连络，ΓM
NP 称为全连络。

(
A
BP

)
≜
(
A
BC

)
bCP。(

A
BC

)
≜ 1

2
CA

A′

(
∂BA′

B

∂ζC
+
∂BA′

C

∂ζB

)
称为无挠简单连络。这时

ΓMNP =
1

2
([MNP ] + {MNP}) = 1

2

[
δADB

D
M

(
∂BA

N

∂xP
+
(
A
BP

)
BB

N

)
+

1

2

(
∂GNM

∂xP
+
∂GPM

∂xN
− ∂GNP

∂xM

)]
.

为了简单起见，我们先在不含引力的情况下研究规范场的仿射连络表示。也就是说，设

s, i, j = 1, 2, 3; a,m, n, l, q = 4, 5, · · · ,D; A,B,M,N, P = 1, 2, · · · ,D;

考虑满足以下条件的 D维流形
(
M,BA

M

)
：

（1）Bs
i = δsi , B

a
i = 0, Bs

m = 0；

（2）Gij = δij , Gmn = const, Gmi = 0；

（3）当m 6= n时，Gmn = 0。

这时，{MNP} = 0，一般地 [MNP ] 6= 0。ΓMNP = 1
2 [MNP ]的m,n ∈ {4, 5, · · · ,D}的分量 ΓmnP 可以描

述电磁、弱和强相互作用规范势。我们也用仿射连络 ΓM
NP 来构造基本粒子场 ρMN，其m,n ∈ {4, 5, · · · ,D}

的分量 ρmn 可以描述轻子和夸克的场函数。

度规张量GMN 的m,n ∈ {4, 5, · · · ,D}的分量Gmn 描述粒子场 ρmn 与规范势 ΓmnP 的耦合常数，GMN

的其余分量就是引力场的度规。ρMN 和 ΓMNP 的其余分量为暗物质及其相互作用提供了可能的候选方案。

1.3 内容和组织

本文将展示怎样构造规范场和引力场统一的仿射连络表示。各章节组织如下：

3
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对应于问题（1），第 2 节建立一些必要的数学准备，并讨论上述连络的坐标变换和标架变换。与此同

时，为了使描述规范场的语言和描述引力场的语言更加统一和协调，我们推广参考系的观念，并给出严格的

数学定义。传统意义上的参考系只是定义在一个局部坐标邻域上，而且只有 (1+3)维。而本文将定义整个流

形上的参考系概念，它有更多的维数，但不同于 Kaluza-Klein 理论 [24–26] 和弦论 [27–39]。这样一来，不论

引力场还是规范场都被归结为这一参考系概念的特例。

对应于问题（2），第 3 节建立了规范场的仿射连络表示中的一般演化理论。第 4 节论述了这种一般演化

理论在 (1 + 3)维经典时空中的应用。

对应于问题（3），第 5 ～ 7 节给出了电磁、弱和强相互作用场的仿射连络表示的具体形式。

一些重要的主题组织如下：

（1）时间被看作关于包括外部坐标空间和内部坐标空间的所有空间维度的总度量。详见定义 3.1.1 和注

记 4.2.1 。CPT 反演被理解为坐标全反演和度量全反演的复合。详见第 3.7 节。(1+ 3)维传统闵氏坐标 xµ 起

源于 D维一般坐标 xM。额外维的构造方式不同于 Kaluza-Klein 理论和弦论。详见第 4.2 节。

（2）实际（on-shell）演化用梯度方向场来刻画。详见第 3.4 、 3.5 、 3.6 、 4.3 节。量子理论被看作梯度

方向分布的几何理论。我们展示了梯度方向的两种对偶表示，它们恰好对应着 Schrödinger 绘景和 Heisenberg

绘景。在这些观点下，引力理论和量子理论将变得协调一致，它们会拥有统一的演化描述，而且 Feynman 传

播子的定义可以简化成一种更为严格的形式。详见第 3.8 节和 3.9 节。

（3）杨-Mills 方程起源于梯度方向的一个几何性质。我们给出了杨-Mills 方程的仿射连络表示。详见第

3.5 节和第 4.5 节。

（4）能量动量方程起源于梯度方向的一个几何性质。我们给出了质量、能量、动量和作用量的仿射连络

表示，详见第 3.6 节、定义 4.3.1 和论述 4.3.1 。进一步地，还给出了 Dirac 方程的仿射连络表示，详见第 4.4

节。

（5）为什么中微子不参与电磁相互作用？为什么右手中微子不会与 W 玻色子发生弱相互作用？在本文

的理论中，它们是规范场的仿射连络表示的自然而然的几何结果，因此无须再被看作假设。详见命题 5.2 和

命题 7.1 。

（6）第 7 节对轻子的 PMNS 混合、夸克的 CKM 混合以及色禁闭给出了新的理解。也就是说，在规范场

的仿射连络表示中，这些物理性质能够理解为流形上的几何性质。

4
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2 数学准备

2.1 几何流形

为了使描述规范场的语言和描述引力场的语言更加统一和协调，我们采用以下定义。

■定义 2.1.1：设M 是一个 D 维连通光滑实流形，∀p ∈ M，在 p的邻域 Up 上取坐标卡 (Up, φUp)，构

成M 上的坐标覆盖 φ ≜ {(Up, φUp)}p∈M，称为逐点覆盖。为了方便，下面将 Up 记为 U，φUp 记为 φU。

设 φ和 ψ是两个逐点覆盖。对于 p点附近邻域 U 上的两个坐标系 φU 和 ψU，如果

fp ≜ φU ◦ ψ−1
U : ψU (U)→ φU (U), ξA 7→ xM

是一个光滑同胚，则称 fp 是一个局部参考系。

若对每个 p ∈M 赋予一个局部参考系 f(p)，且 (6) 式的半度规 BA
M 和 CM

A 是M 上的光滑实函数，则将

f :M → REF, p 7→ f(p) (4)

称为M 上的一个参考系。将 (M,f)称为几何流形。

2.2 度规和半度规

如无特别声明，则设 A,B,C,D,E = 1, 2, · · · ,D和M,N,P,Q,R = 1, 2, · · · ,D。f(p)在 Up 上的导函数

bAM ≜ ∂ξA

∂xM
, cMA ≜ ∂xM

∂ξA
(5)

在流形M 上定义了 f 的半度规（或称标架场）BA
M 和 CM

A ，即

BA
M :M → R, p 7→ BA

M (p) ≜ (bf(p))
A
M (p), CM

A :M → R, p 7→ CM
A (p) ≜ (cf(p))

M
A (p). (6)

设 δAB = δAB = δAB = Kronecker(A,B)，εMN = εMN = εMN = Kronecker(M,N)，则 f 的度规张量就是

GMN = δABB
A
MB

B
N , HAB = εMNC

M
A CN

B . (7)

类似地，还可定义 b̄MA ≜ ∂ξA
∂xM

, c̄AM ≜ ∂xM

∂ξA
和相应的 B̄M

A , C̄A
M。

2.3 仿射连络表示中的规范变换

∀p ∈M，f(p) ≜ ρU ◦ ψ−1
U 诱导局部参考系变换：

Lf(p) : k(p) ≜ ψU ◦ φ−1
U 7→ ρU ◦ φ−1

U = f(p) ◦ k(p),

Rf(p) : h(p) ≜ φU ◦ ρ−1
U 7→ φU ◦ ψ−1

U = h(p) ◦ f(p).

5
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和M 上的参考系变换

Lf : p 7→ Lf(p), Rf : p 7→ Rf(p). (8)

Lf 和 Rf 也称为（仿射）规范变换。

（1）Lf 和 Rf 是恒同变换当且仅当 f 的 [BA
M ]是单位矩阵。

（2）Lf 和 Rf 是平坦变换当且仅当 ∀p1, p2 ∈M, BA
M (p1) = BA

M (p2)。

（3）Lf 和 Rf 是正交变换当且仅当 δABB
A
MB

B
N = εMN。

M 上的全体参考系变换记作 GL(M)，它是
⊗
p∈M

GL(D,R)p 的子群，其中
⊗

表示外直积。

2.4 全连络的坐标变换与规范连络的标架变换

设流形M 上有参考系 g和 g，记 G ≜ g ◦ g，并且 ∀p ∈M，在 p的邻域 U 上，g(p)和 g(p)满足

(U, xM )
g(p)←−− (U, ζA)

g(p)←−− (U, βA′
).

在几何流形 (M, g)上定义无挠简单连络D和连络系数 (ABC)g 如下：

D
∂

∂ζB
≜ (ωg)

A
B ⊗

∂

∂ζA
= (ABC)gdζ

C ⊗ ∂

∂ζA
=

1

2
(Cg)

A
A′

(
∂(Bg)

A′

B

∂ζC
+
∂(Bg)

A′

C

∂ζB

)
dζC ⊗ ∂

∂ζA
. (9)

那么，我们可以计算标架场 ∂
∂xN 的绝对导数

D
∂

∂xN
= D

(
(Bg)

B
N

∂

∂ζB

)
= d(Bg)

B
N ⊗

∂

∂ζB
+ (Bg)

B
ND

∂

∂ζB

=
∂(Bg)

B
N

∂ζC
dζC ⊗ ∂

∂ζB
+ (Bg)

B
N (ABC)gdζ

C ⊗ ∂

∂ζA
=

(
∂(Bg)

A
N

∂ζC
+ (Bg)

B
N (ABC)g

)
dζC ⊗ ∂

∂ζA
,

于是就得到了

DC(Bg)
A
N =

∂(Bg)
A
N

∂ζC
+ (Bg)

B
N (ABC)g .

记 DP ≜ (bg(p))
C
PDC，这样我们就可以在流形 (M,G)上定义所需要的规范连络了，它定义为

[
M
NP

]
G ≜ (Cg)

M
A DP (Bg)

A
N = (Cg)

M
A

∂(Bg)
A
N

∂xP
+ (Cg)

M
A

(
A
BP

)
g
(Bg)

B
N . (10)

重要的是，
[
M
NP

]
G 既是 (M,G)上的仿射连络，又是标架丛上的连络。

（1）
[
M
NP

]
G 作为 (M,G) 上的仿射连络。在坐标变换 Lk(p) : (U, x

M ) → (U, xM
′
), bMM ′ ≜ ∂xM

∂xM ′ , c
M ′

M ≜
∂xM

′

∂xM
下，(Bg)

A
M 7→ (Bg)

A
M ′ = bMM ′(Bg)

A
M , (Cg)

M
A 7→ (Cg)

M ′

A = cM
′

M (Cg)
M
A ，于是规范连络

[
M
NP

]
G 就会按

Lk(p) :
[
M
NP

]
G 7→

[
M ′

N ′P ′

]
G
= cM

′

M

[
M
NP

]
G b

N
N ′bPP ′ + cM

′

M

∂bMN ′

∂xP ′ (11)

6
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变换。根据 (11) 式，在坐标变换下，全连络

(ΓG)
M
NP ≜ 1

2

([
M
NP

]
G +

{
M
NP

}
G

)
=

1

2

[(
(Cg)

M
A

∂(Bg)
A
N

∂xP
+ (Cg)

M
A

(
A
BP

)
g
(Bg)

B
N

)
+

1

2
(GG)

MQ

(
∂(GG)NQ

∂xP
+
∂(GG)PQ

∂xN
− ∂(GG)NP

∂xQ

)]
(12)

按

Lk(p) : (ΓG)
M
NP 7→ (ΓG)

M ′

N ′P ′ = cM
′

M (ΓG)
M
NP b

N
N ′bPP ′ + cM

′

M

∂bMN ′

∂xP ′ (13)

变换。

（2）
[
M
NP

]
G 作为标架丛上的连络。在标架变换 Lk : (M,G) 7→ (M,G′), ∂

∂xM
7→ ∂

∂xM ′ = (Bk)
M
M ′

∂

∂xM

下，(Bg)
A
M 7→ (Bg′)AM ′ = (Bk)

M
M ′(Bg)

A
M , (Cg)

M
A 7→ (Cg′)M

′

A = (Ck)
M ′

M (Cg)
M
A ，规范连络

[
M
NP

]
G 按

Lk :
[
M
NP

]
G 7→

[
M ′

N ′P ′

]
G′

=
[
M ′

N ′P

]
G′
bPP ′ =

(
(Ck)

M ′

M

[
M
NP

]
G (Bk)

N
N ′ + (Ck)

M ′

M

∂(Bk)
M
N ′

∂xP

)
bPP ′ (14)

变换。(11) 式和 (14) 式说明了
[
M
NP

]
G 既是仿射连络，又是标架丛上的连络。

将 (11)～(14) 式应用于曲率张量[
M
NPQ

]
≜
∂
[
M
NQ

]
∂xP

−
∂
[
M
NP

]
∂xQ

+
[
M
HP

] [
H
NQ

]
−
[
H
NP

] [
M
HQ

]
,

{
M
NPQ

}
≜
∂
{
M
NQ

}
∂xP

−
∂
{
M
NP

}
∂xQ

+
{
M
HP

}{
H
NQ

}
−
{
H
NP

} [
M
HQ

}
,

RM
NPQ ≜

∂ΓM
NQ

∂xP
− ∂ΓM

NP

∂xQ
+ ΓM

HPΓ
H
NQ − ΓH

NPΓ
M
HQ,

得到

Lk :
[
M
NPQ

]
G 7→

[
M ′

N ′P ′Q′

]
G′

=
[
M ′

N ′PQ

]
G′
bPP ′b

Q
Q′ =

(
(Ck)

M ′

M

[
M
NPQ

]
G (Bk)

N
N ′

)
bPP ′b

Q
Q′ ,

Lk(p) :
[
M
NPQ

]
G 7→

[
M ′

N ′P ′Q′

]
G
= cM

′

M

[
M
NPQ

]
G b

N
N ′bPP ′b

Q
Q′ ,

Lk(p) :
{
M
NPQ

}
G 7→

{
M ′

N ′P ′Q′

}
G
= cM

′

M

{
M
NPQ

}
G b

N
N ′bPP ′b

Q
Q′ ,

Lk(p) : (RG)
M
NPQ 7→ (RG)

M ′

N ′P ′Q′ = cM
′

M (RG)
M
NPQb

N
N ′bPP ′b

Q
Q′ .

(15)

由 (15) 式可以看到，不含引力的
[
M
NPQ

]
G 既是仿射连络的曲率张量，又是标架丛上的曲率张量；含有引力的

(RG)
M
NPQ 是仿射连络的曲率张量，而不是标架丛上的曲率张量。换句话说，在规范变换 Lk 下，

[
M
NPQ

]
G 和[

M ′

N ′PQ

]
G′

表示相同的物理态，而 (RG)
M
NPQ 和 (RG′)M

′

N ′PQ 表示不同的物理态。这说明 (RG)
M
NPQ 中的引力场

使得规范标架 BA
M 和 CM

A 具有物理效应。

3 规范场仿射连络表示中的演化

既然有了所需的仿射连络，接下来我们必须解决的问题是，怎样在仿射连络表示中来描述演化。

7
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在现有的理论中，时间受引力场的影响，但不受规范场的影响，这导致引力场的演化描述与规范场的演

化描述有本质的不同。在这种情况下很难在仿射连络表示中得到一个统一的演化理论。我们采用以下方式来

克服这种困难。

3.1 时间与空间的关系

■定义 3.1.1：设M = P ×N 且 r ≜ dimP = 3，又设

A,B,M,N = 1, · · · ,D ; s, i = 1, · · · , r ; a,m = r + 1, · · · ,D.

在几何流形 (M,f)上，由

(dξ0)2 ≜
D∑

A=1

(dξA)2 = δABdξ
AdξB = GMNdx

MdxN ,

(dx0)2 ≜
D∑

M=1

(dxM )2 = εMNdx
MdxN = HABdξ

AdξB

(16)

定义的 dξ0 和 dx0 称为空间总度量，也称为时间度量。又设

(dξ(P ))2 ≜
r∑

s=1

(dξs)2, (dξ(N))2 ≜
D∑

a=r+1

(dξa)2,

(dx(P ))2 ≜
r∑

i=1

(dxi)2, (dx(N))2 ≜
D∑

m=r+1

(dxm)2.

dξ(N) 和 dx(N) 被看作原时度量。为方便起见，将 P 称为外部空间，N 称为内部空间。

■注记 3.1.1：以上定义蕴含了一种新的时空观。在这种方式下，时间与空间的关系不同于 Minkowski 坐

标 xµ (µ = 0, 1, 2, 3)。时间和空间不再是具有同等地位的分量，而是总量与分量的关系。稍后可以看到，时

间反映的是全维度空间中的总的演化，而一个特定空间维度仅仅反映一个特定方向上的部分演化。

3.2 作为子流形的演化路径

■定义 3.2.1：设在流形M 上有参考系 f、g、f、g，并且 ∀p ∈M，在 p点邻域 U 上满足

(U,αA′
)

f(p)−−→ (U, ξA)
f(p)−−−→ (U, xM )

g(p)←−− (U, ζA)
g(p)←−− (U, βA′

). (17)

记 F ≜ f ◦ f，G ≜ g ◦ g，则称 F 和 G相对运动和相互作用，也称 F 在 G中演化，或称 F 在几何流形 (M,G)

上演化。这时同样地也有，G 在 F 中演化，或者说 G 在 (M,F)上演化。

从 (10) 式得知，在 F 和 G 中，规范场源自 f 和 g，引力场 (GF )MN 和 (GG)MN 分别受 f 和 g 的影响。

在接下来的几节中，我们将一步一步地描述它们的演化。

8



预印本 - 版本号：1.0.20210804.01

设有一个单参数可微变换群

φX :M × R→M

作用于流形 M，满足 φX(p, 0) = p。这时 φX 在 M 上确定了一个光滑切矢场 X，如果 X 处处非零，则称

φX 是一组演化路径，X 是一个演化方向场。设 T ⊆ R是一个区间，则将正则嵌入

Lp ≜ φX,p : T →M, t 7→ φX(p, t) (18)

称为过 p 点的一条演化路径。切矢 d
dt ≜ [Lp] = X(p) 称为 p 点处的一个演化方向。为方便起见，我们也记

Lp ≜ Lp(T ) ⊂M，那么

π : Lp →M, q 7→ q (19)

也是正则嵌入。如果不强调路径 Lp 过 p点，Lp 也可直接记为 L。

为了描述物理演化，接下来我们将严格地描述参考系 f 和 g反映在演化路径 L上的数学性质。

■ 定义 3.2.2：设坐标邻域 (U, ξA)，(U, xM ) 和 (U, ζA) 的时间度量分别为 dξ0，dx0 和 dζ0。在 UL ≜

U ∩ Lp 上有参数方程

ξA = ξA(x0), xM = xM (ξ0), ζA = ζA(x0),

ξ0 = ξ0(x0), x0 = x0(ξ0), ζ0 = ζ0(x0).

(20)

以 f 为例，在 UL 上根据 (20) 式定义

bA0 ≜ dξA

dx0
, b00 ≜ dξ0

dx0
, εM0 ≜ dxM

dx0
= b00c

M
0 = bA0 c

M
A ,

cM0 ≜ dxM

dξ0
, c00 ≜ dx0

dξ0
, δA0 ≜ dξA

dξ0
= c00b

A
0 = cM0 b

A
M .

定义 dξ0 ≜ dx0

dξ0 dx
0 和 dx0 ≜ dξ0

dx0 dξ
0，它们诱导了 d

dξ0
和 d

dx0
，满足

〈
d

dξ0
, dξ0

〉
= 1，

〈
d

dx0
, dx0

〉
= 1。所以我

们还可定义

b̄0A ≜ dξA
dx0

, b̄00 ≜ dξ0
dx0

, ε̄0M ≜ dxM
dx0

= b̄00c̄
0
M = b̄0Ac̄

A
M ,

c̄0M ≜ dxM
dξ0

, c̄00 ≜ dx0
dξ0

, δ̄0A ≜ dξA
dξ̄0

= c̄00b̄
0
A = c̄0M b̄

M
A .

类似于第 2.2 节，它们在整个 L上确定了光滑函数：

BA
0 : L→ R, p 7→ BA

0 (p) ≜ (bf(p))
A
0 (p), CM

0 : L→ R, p 7→ CM
0 (p) ≜ (cf(p))

M
0 (p),

B̄0
A : L→ R, p 7→ B̄0

A(p) ≜ (b̄f(p))
0
A(p), C̄0

M : L→ R, p 7→ C̄0
M (p) ≜ (c̄f(p))

0
M (p),

B0
0 : L→ R, p 7→ B0

0(p) ≜ (bf(p))
0
0(p), C0

0 : L→ R, p 7→ C0
0 (p) ≜ (cf(p))

0
0(p),

B̄0
0 : L→ R, p 7→ B̄0

0(p) ≜ (b̄f(p))
0
0(p), C̄0

0 : L→ R, p 7→ C̄0
0 (p) ≜ (c̄f(p))

0
0(p).

9
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为了方便，仍然使用符号 ε和 δ，那么还有光滑函数：

εM0 ≜ B0
0C

M
0 = BA

0 C
M
A , δA0 ≜ C0

0B
A
0 = CM

0 BA
M , G00 ≜ B0

0B
0
0 = GMNε

M
0 ε

N
0 .

ε̄0M ≜ B̄0
0C̄

0
M = B̄0

AC̄
A
M , δ̄0A ≜ C̄0

0 B̄
0
A = C̄0

M B̄
M
A , G00 ≜ C0

0C
0
0 = GMN ε̄0M ε̄

0
N .

通过简单的计算即可验证 dx0 = G00dx
0 和 d

dx0
= G00 d

dx0 在 L上都是成立的。

3.3 演化引理

我们有以下两个演化引理。杨-Mills 方程、能量动量方程、Dirac 方程的仿射连络表示都依赖于它们。

■定义 3.3.1：∀p ∈ L，设 Tp(M) 和 Tp(L) 是切空间，T ∗
p (M) 和 T ∗

p (L) 是余切空间。正则嵌入 π : L→

M, q 7→ q诱导了切映射和余切映射

π∗ : Tp(L)→ Tp(M), [γL] 7→ [π ◦ γL],

π∗ : T ∗
p (M)→ T ∗

p (L), df 7→ d(f ◦ π).
(21)

显然，π∗ 是单射，π∗ 是满射。∀ d
dtL
∈ Tp(L), d

dt ∈ Tp(M), df ∈ T ∗
p (M), dfL ∈ T ∗

p (L)，当且仅当

d

dt
= π∗

(
d

dtL

)
, dfL = π∗(df) (22)

成立时，我们记

d

dt
∼=

d

dtL
, df ' dfL. (23)

那么，我们有以下两个明显成立的命题。

■命题 3.3.1：如果 d
dt
∼= d

dtL
且 df ' dfL，那么〈

d

dt
, df

〉
=

〈
d

dtL
, dfL

〉
. (24)

■命题 3.3.2：以下结论成立：
wM ∂

∂xM
∼= w0 d

dx0
⇔ wM = w0εM0 ,

wMdx
M ' w0dx

0 ⇔ wMε
M
0 = w0,


w̄M

∂

∂xM
∼= w̄0

d

dx0
⇔ w̄M = w̄0ε̄

0
M ,

w̄MdxM ' w̄0dx0 ⇔ w̄M ε̄0M = w̄0.

(25)

3.4 作为梯度的实际演化

设 T 是M 上的一个光滑 n阶张量场。限制在 (U, xM )上，T ≜ t
{

∂
∂x ⊗ dx

}
，其中

{
∂
∂x ⊗ dx

}
表示由若

干 ∂
∂xM 和 dxM 生成的张量基底，全部张量系数都简单地记为 t : U → R。

设 D是全连络。考虑 T 的绝对微分 DT ≜ t;Qdx
Q ⊗

{
∂
∂x ⊗ dx

}
。记

Dt ≜ t;Qdx
Q, ∇t ≜ t;Q

∂

∂xQ
.

10
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∀p ∈M，称积分曲线 Lp ≜ φ∇t,p 为 T 的一条梯度线。稍后可看到，梯度算子∇刻画了实际 (on-shell)演化。

对任意的演化路径 L，设 UL ≜ U ∩ L，记 tL ≜ t|UL
和 tL;0 ≜ t;Qε

Q
0 以及

DLtL ≜ tL;0dx
0, ∇LtL ≜ tL;0

d

dx0
.

■命题 3.4.1：以下结论是明显成立的：

（1）Dt ' DLtL 当且仅当 L是任意演化路径。

（2）∇t ∼= ∇LtL 当且仅当 L是 T 的梯度线。

■注记 3.4.1：更一般地，设有张量 U ≜ uQdx
Q⊗

{
∂
∂x ⊗ dx

}
，其中除了Q之外的所有指标都省略不表。

uQdx
Q 唯一地确定了一个特征方向uQ ∂

∂xQ
。

如果一阶线性偏微分方程组 t;Q = uQ 的解 t存在，那么就有 Dt = uQdxQ 和 ∇t = uQ
d

dxQ
。这样一来，

在演化方向 [L] = uQ
∂

∂xQ
上，以下结论成立：

Dt ' DLtL, ∇t ∼= ∇LtL, (26)

其中 DLtL ≜ u0dx
0，∇LtL ≜ u0

d
dx0

，u0 ≜ uQε
Q
0 。

现在，对于有张量形式 U 的任意几何性质，都能用∇t的形式表述其实际（on-shell）演化。下面两节讨

论两种重要的实际演化，一是参考系自身势场的实际演化，二是一个参考系的荷在另一个参考系的势场中的

实际演化。

3.5 势场的实际演化及 Yang-Mills方程的仿射连络表示

文献 [40] 的表 I 提出了规范场术语和纤维丛术语之间著名的对应关系。不过其未能找到源 JK
µ 所对应的

数学对象。在本节中我们以第 3.4 节的观点对这个问题给出一个回答，并给出杨-Mills 方程的仿射连络表示。

为了得到一般的含引力的杨-Mills 方程，我们对它的构造必须使用全连络。按照定义 3.2.1 设 F 在 G 中

演化，即 ∀p ∈ M, (U,αA′
)

f(p)−−→ (U, ξA)
f(p)−−−→ (U, xM )

g(p)←−− (U, ζA)
g(p)←−− (U, βA′

)。在坐标系 (U, xM ) 中总

是采用以下记号。

（1）设几何流形 (M,F) 和 (M,G) 的全连络分别是 (ΓF )
M
NP 和 (ΓG)

M
NP，它们由 (12) 式定义。分别用冒

号“:”和分号“;”表示在 (M,F)和 (M,G)上取协变导数，例如

uQ:P =
∂uQ

∂xP
+ (ΓF )

Q
HPu

H , uQ;P =
∂uQ

∂xP
+ (ΓG)

Q
HPu

H .

11
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（2）设 (M,F)和 (M,G)的曲率张量系数分别为KM
NPQ 和 RM

NPQ，即：

KM
NPQ ≜

∂(ΓF )
M
NQ

∂xP
− ∂(ΓF )

M
NP

∂xQ
+ (ΓF )

H
NQ(ΓF )

M
HP − (ΓF )

H
NP (ΓF )

M
HQ,

RM
NPQ ≜

∂(ΓG)
M
NQ

∂xP
− ∂(ΓG)

M
NP

∂xQ
+ (ΓG)

H
NQ(ΓG)

M
HP − (ΓG)

H
NP (ΓG)

M
HQ.

(27)

记KM
NPQ

:P ≜ (GF )
PP ′

KM
NPQ :P ′。在任意演化路径 L上我们定义

ρMN0dx
0 ≜ π∗

(
KM

NPQ

:P
dxQ

)
∈ T ∗(L).

根据定义 3.3.1 和命题 3.3.2 的演化引理，我们得到 ρMN0 = KM
NPQ

:P
εQ0 ，以及

KM
NPQ

:P
dxQ ' ρMN0dx

0.

设∇t = KM
NPQ

:P ∂
∂xQ

。根据命题 3.4.1 ，当且仅当 ∀p ∈ L，[Lp] = ∇t|p 时有

KM
NPQ

:P ∂

∂xQ
∼= ρMN0

d

dx0
.

再次应用命题 3.3.2 的演化引理，可以得到

KM
NPQ

:P
= ρMN0ε̄

0
Q.

记 jMNQ ≜ ρMN0ε̄
0
Q，那么当且仅当 [Lp] = ∇t|p 时有

KM
NPQ

:P
= jMNQ, (28)

称为 F 的（仿射）杨-Mills方程，并且它包含了引力的影响，这使得规范标架 (Bf )
A
M 和 (Cf )

M
A 具有物理效

应。根据 (15) 式，我们知道 (28) 式是坐标协变的，而且如果将引力除去，那么它也是规范协变的。

这样，就得到了以下两个结果：

（1）杨-Mills 方程起源于 ∇t方向上的几何性质，换句话说，规范场的实际 (on-shell) 演化由∇t所描述。

（2）得到了荷与流的数学起源。我们知道，演化路径 L是流形M 的一维嵌入子流形，荷 ρMN0 源自从M

至 L的拉回 π∗，而流 jMNQ 起源于与 ρMN0 相联系的∇t。如果令 (M,f)是完全平坦的流形，即 (Bf )
A
M = δAM，

(Cf )
M
A = δMA ，那么通过计算发现 ρMN0 仍然可以是非零的，这说明 ρMN0 最终是来源于 (M, f)。

■定义 3.5.1：将实值的

ρMN0 ≜ GMHρ
H
N0 (29)

称为 F 的一般荷的场函数，简称为荷。

12
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3.6 荷的实际演化及质量、能量、动量和作用量的仿射连络表示

为了兼容规范场的仿射连络表示，质量、能量、动量和作用量也必须用与仿射连络相联系的形式来定义。

我们将在本节和第 4.3 节中给出它们。

设 F0 ≜ ρMN0dx
M ⊗ dxN，为了方便将 F 的荷 ρMN0 简单地记为 ρMN。设 D是 (M,G) 的全连络，那

么

DF0 ≜ DρMN ⊗ dxM ⊗ dxN , ∇F0 ≜ ∇ρMN ⊗ dxM ⊗ dxN ,

其中 DρMN ≜ ρMN ;Qdx
Q，∇ρMN ≜ ρMN ;Q

∂
∂xQ

。由命题 3.4.1 ，当且仅当 ∀p ∈ M 演化方向取为 [Lp] =

∇ρMN |p 时，

DρMN ' DLρMN , ∇ρMN
∼= ∇LρMN

成立，即

ρMN ;Qdx
Q ' ρMN ;0dx

0, ρMN ;Q
∂

∂xQ
∼= ρMN ;0

d

dx0
. (30)

■定义 3.6.1：为更加方便，将 ρMN 进一步简记为 ρ。在仿射连络表示中，ρ的能量动量定义为

E0 ≜ ρ;0 ≜ ρ;Qε
Q
0 , pQ ≜ ρ;Q, H0 ≜ dρ

dx0
, PQ ≜ ∂ρ

∂xQ
,

E0 ≜ ρ;0 ≜ ρ;Qε̄0Q, pQ ≜ ρ;Q, H0 ≜ dρ

dx0
, PQ ≜ ∂ρ

∂xQ
.

(31)

■命题 3.6.1：在M 上任一点 p处，当且仅当演化方向 [Lp] = ∇ρ|p 时，方程

E0E
0 = pQp

Q (32)

成立。(32) 式就是 ρ的（仿射）能量动量方程。

证明：根据以上讨论，∀p ∈M，[Lp] = ∇ρ|p 等价于

pQdx
Q ' E0dx

0, pQ
∂

∂xQ
∼= E0

d

dx0
. (33)

然后由命题 3.3.1 可以得到梯度方向 ∇ρ上的方向导数：〈
pQ

∂

∂xQ
, pMdx

M

〉
=

〈
E0

d

dx0
, E0dx

0

〉
,

也就是 GQMpQpM = G00E0E0，或 pQp
Q = E0E

0。□

■命题 3.6.2：在M 上任一点 p处，方程

pQ = E0 dx
Q

dx0
, pQ = E0

dxQ
dx0

(34)

成立当且仅当演化方向 [Lp] = ∇ρ|p。

13
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证明：根据命题 3.3.2 的演化引理，可立即从 (33) 式得到 (34) 式。□

注记：在梯度方向 ∇ρ上，(34) 式与传统的 p = mv 是一致的。这样一来，在仿射连络表示中，能量动

量方程和动量的传统定义都起源于梯度方向上的几何性质。换句话说，粒子场 ρ的实际（on-shell）演化由梯

度方向场 ∇ρ来描述。

■定义 3.6.2：设 P(b, a) 是M 上起于点 a且终于点 b的路径的全体。又设 L ∈ P(b, a)，且演化参数 x0

满足 ta ≜ x0(a) < x0(b) ≜ tb。定义 ρ的基本仿射作用量

s(L) ≜
∫
L

Dρ =

∫
L

pQdx
Q =

∫ tb

ta

E0dx
0. (35)

于是，δs(L) = 0当且仅当 L是 ρ的梯度线。

特别地，在 G 是正交的情况下，还可按如下方式定义作用量。设 (M,G)上有 Dirac 代数 γM、γN 满足

γMγN + γNγM = 2GMN , γMγN + γNγM = 2GMN , γMγ
M = 1.

在 ρ的梯度方向上，由方程 (32) 得

pQp
Q = E0E

0 ⇔ ρ;Qρ
;Q = ρ;0ρ

;0 ⇔ GPQρ;P ρ;Q = G00ρ;0ρ;0 ⇔ (γP γQ + γQγP )ρ;P ρ;Q = 2ρ;0ρ;0

⇔ (γP ρ;P )(γ
Qρ;Q) + (γQρ;Q)(γ

P ρ;P ) = 2ρ;0ρ;0 ⇔ (γP ρ;P )
2 = (ρ;0)

2.

不失一般性取 γP ρ;P = ρ;0，所以在 ρ的梯度方向上有

γP ρ;P dx
0 = ρ;0dx

0 = εP0 ρ;P dx
0 = Dρ. (36)

于是，我们可以采用

s(L) ≜
∫
L

(
γP ρ;P dx

0 +Dρ
)
=

∫ tb

ta

(
γP ρ;P + εP0 ρ;P

)
dx0 =

∫ tb

ta

(
γP ρ;P + E0

)
dx0. (37)

注记 3.6.1 和注记 4.4.1 解释了这种定义的合理性。在 ρ的梯度方向上有 s(L) = 2s(L)，所以 s(L) 和 s(L) 是

一致的。

■注记 3.6.1：在第 4.2 节的闵氏坐标下，演化参数由 x0 换为 x̃τ，这时仍然存在一个梯度方向 ∇̃ρ̃的概

念。相应地，(35) 式和 (37) 式会表现为

s̃(L) ≜
∫
L

D̃ρ̃ =

∫
L

p̃µdx̃
µ =

∫ τb

τa

m̃τdx̃
τ , s̃(L) =

∫ τb

τa

(γµρ̃;µ + m̃τ ) dx̃
τ ,

其中 m̃τ 是静质量，x̃τ 是原时。

■注记 3.6.2：定义以下记号

[ρΓG] ≜
∂ρMN

∂xG
− ρMN ;G = ρMHΓH

NG + ρHNΓH
MG, [ρRPQ] ≜ ρMHR

H
NPQ + ρHNR

H
MPQ.

14



预印本 - 版本号：1.0.20210804.01

然后，通过一些计算可以得到

fP ≜ pP ;0 = E0;P − pQεQ0;P + [ρRPQ]ε
Q
0 ,

此即一般 Lorentz 力公式的仿射连络表示。进一步见论述 4.3.1 。

3.7 仿射连络表示中的反演变换

在仿射连络表示中，CPT 反演被理解为坐标和度量全反演。设 i, j = 1, 2, 3且m,n = 4, 5, · · · ,D。

设参考系 k的局部坐标表示为 x′
j
= −δji xi，x′

n
= δnmx

m，则宇称反演可表示为

P ≜ Lk : xi → −xi, xm → xm.

设参考系 h的局部坐标表示为 x′
j
= δji x

i，x′
n
= −δnmxm，则电荷共轭反演可表示为

C ≜ Lh : xi → xi, xm → −xm.

时间坐标反演可表示为

T0 : x0 → −x0.

坐标全反演可表示为

CPT0 : xQ → −xQ, x0 → −x0. (38)

度量的正负号标示了两个相反的演化方向。设N 是M 的闭子流形，其度量是 dx(N)。记M 的所有闭子

流形的全体为B(M)，那么度量全反演可表示为

T (M) ≜
∏

N∈B(M)

(
dx(N) → −dx(N)

)
. (39)

记时间反演 T ≜ T (M)T0，则坐标全反演 CPT0 和度量全反演 T (M) 的联合变换则为

(CPT0)(T
(M)) = CPT. (40)

总结以上论述，我们有：

CPT0 : xQ → −xQ, x0 → −x0, dxQ → dxQ, dx0 → dx0,

T (M) : xQ → xQ, x0 → x0, dxQ → −dxQ, dx0 → −dx0,

CPT : xQ → −xQ, x0 → −x0, dxQ → −dxQ, dx0 → −dx0.

仿射连络表示下的 CPT 不变性是非常清晰的。具体来说，在 (M,G)上对 G进行 CPT 变换，记 s ≜
∫
L

Dρ，

又记 DP e
is ≜

(
∂

∂xP − i[ρΓP ]
)
eis。那么通过简单的运算就能得到

CPT : Dρ→ Dρ, DP e
is → −DP e

is.

15
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■注记 3.7.1：量子力学中波函数的时间反演变换 T : ψ(x, t)→ ψ∗(x,−t)带有一个复共轭。在仿射连络

表示下，我们知道这个复共轭可以理解为度量全反演 T (M) 的直接数学结果。

3.8 梯度方向场的两种对偶描述

■论述 3.8.1：设 X 和 Y 是流形M 上的非零光滑切矢场，又设 LY 是单参数可微变换群 φY 诱导的 Lie

导数算子。那么可以根据熟知的定理 [41] 得到 Lie 导数方程

[X,Y ] = LYX. (41)

设 ∀p ∈M，Y (p)是单位长度切矢，即 ||Y (p)|| = 1，又设 φY 的参数是 x0。那么在演化路径 L ≜ φY,p 上有

Y ∼=
d

dx0
. (42)

这样一来，(41) 式也可表示为

[X,Y ] =
d

dx0
X. (43)

另一方面，∀df ∈ T (M)和 dfL ≜ π∗(df)，由 (42) 式和命题 3.3.1 我们有 〈Y, df〉 =
〈

d
dx0 , dfL

〉
，即

Y f =
d

dx0
fL. (44)

■定义 3.8.1：设H ≜ ||∇ρ||−1∇ρ = εM0
∂

∂xM
∼= d

dx0，显然有 ∀p ∈M，||H(p)|| = 1。当且仅当取 Y = H

时，我们将 (43) 和 (44) 式分别称为实值的（仿射）Heisenberg方程和（仿射）Schrödinger方程，即：

[X,H] =
d

dx0
X, Hf =

d

dx0
fL. (45)

■论述 3.8.2：以上两个方程都描述了梯度方向场，从而体现了实际演化。梯度方向的这两种对偶描述给

出了 Heisenberg 绘景和 Schrödinger 绘景的实值仿射连络表示。

找出梯度方向的几种不同的复值表示并不是难事，例如，一种复值表示是第 4.4 节中的仿射 Dirac 方程，

另一种复值表示如下。

设 ψ ≜ feisL，其中从定义 3.6.2 中取 sL ≜ s(L)或 sL ≜ s(L)都可以。根据方程 (45)，在 L上容易得到

[X,H] =
d

dx0
X, Hψ =

dψ

dx0
. (46)

这与传统的 Heisenberg 方程和 Schrödinger 方程（采用自然单位制 h̄ = 1, c = 1）

[X,−iH] =
∂

∂t
X, −iHψ =

∂ψ

∂t
(47)

是一致的，它们有坐标对应关系

∂

∂(ixk)
↔ ∂

∂xk
,

∂

∂t
↔ d

dx0
.
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我们知道， ∂
∂t ↔

d
dx0 来源于演化参数是 xτ 还是 x0 的差异。虚数单位 i来源于正规坐标 x1, x2, x3, xτ 和闵氏

坐标 x1, x2, x3, x0 之间的差异。也就是说，正规坐标满足 (dx0)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dxτ )2，但闵

氏坐标满足

(dxτ )2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = (dx0)2 + (d(ix1))2 + (d(ix2))2 + (d(ix3))2.

这样就导致了虚数单位 i出现于对应关系

ixk ↔ xk.

所以方程 (46) 和 (47) 有完全相同的本质，其差异仅仅来源于不同的坐标表示。

坐标表示的差异无关乎几何本质和物理本质。我们注意到，梯度方向的取值依赖于几何，它与方程是实

值还是复值形式毫不相干。因此，不必拘泥于诸如实值还是复值这样的代数表示，而应该着眼于梯度方向这

样的几何本质。

复值形式的优点是它适用于描述传播子的相干叠加，然而这是独立于以上论述的，放在第 3.9 节讨论。

3.9 作为梯度方向分布的量子演化

从命题 3.6.1 我们看到，在仿射连络表示中，经典的实际（on-shell）演化用梯度方向来描述。那么很自

然地，量子演化就应该用梯度方向的分布来描述。

几何流形 (M,G) 上的梯度方向的分布会受到 (M,G) 的弯曲形状的影响，换句话说，梯度方向的分布可

以用于反映 (M,G)的形状。这就是仿射连络表示的量子理论描述物理实在的方式。

为了获知物理实在的全貌，必须完全地描述几何流形的形状才行。对于单次观测来说：

（1）描述物理实在的是参考系，而不是点，所以单个点的坐标不足以完整地描述物理实在的位置信息。

（2）通过对动量进行单次观测只能获得单个梯度方向的信息，这无法反映几何流形形状的全貌。

量子演化为我们提供了一种保证，它使我们能够通过多次观测，得到梯度方向的分布，从而能够描述几

何流形形状的全貌。接下来，我们对仿射连络表示中的量子演化进行严格的数学描述。

■定义 3.9.1：设 ρ是M 上的一个几何性质，比如是 f 的荷，H ≜ ∇ρ是 ρ在 (M,G)上的梯度方向场。

设 T是第 2.3 节的平坦变换 Lk 的全体。∀T ∈ T，T : f 7→ Tf 诱导了变换 T ∗ : ρ 7→ T ∗ρ。记

|ρ| ≜ {ρT ≜ T ∗ρ|T ∈ T}, |H| ≜ {HT ≜ ∇ρT |T ∈ T}.

∀a ∈M，|H|限制在 a点处记作 |H(a)| ≜ {HT (a)|T ∈ T}。将 |H|称为梯度方向场 H 的总分布。

■ 注记 3.9.1：当 T 固定时，HT 可以反映 (M,G) 的形状；当 a 固定时，|H(a)| 可以反映 (M,G) 的形

状。但是，当 T 和 a都固定时，HT (a) 是固定的单个梯度方向，它无法反映 (M,G) 的形状，换句话说，如
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果 ρ的动量 pT 和位置 xa 都能确定地被观测，那么物理实在 G就不可知了，因此是不可接受的。这是量子不

确定性在仿射连络表示中的体现。

■ 定义 3.9.2：设 φH 是与 H 对应的单参数可微变换群，其参数是 x0。∀a ∈ M，根据定义 3.2.1 ，设

φH,a 是过 a点的演化路径，满足 φH,a(0) = a。这时，∀t ∈ R，记

φ|H|,a ≜ {φX,a|X ∈ |H|}, φ|H|,a(t) ≜ {φX,a(t)|X ∈ |H|}.

∀Ω ⊆ T，我们还记 |HΩ| ≜ {HT |T ∈ Ω} ⊆ |H|以及

φ|HΩ|,a ≜ {φX,a|X ∈ |HΩ|} ⊆ φ|H|,a, φ|HΩ|,a(t) ≜ {φH,a(t)|X ∈ |XΩ|} ⊆ φ|H|,a(t).

∀a ∈M，|HΩ|限制在 a点处记作 |HΩ(a)| ≜ {HT (a)|T ∈ Ω}。

■ 注记 3.9.2：起初 t = 0 时 |ρ| 的梯度方向 |H(a)| 直观上是从 a 点出发均匀地指向四面八方的，如果

(M,G) 不平坦，那么当演化至某个 t > 0 时刻，集合 φ|H|,a(t) 上的梯度方向的分布将不再像起初那么均匀。

以下定义精确地刻画了这种不均匀性。

■定义 3.9.3：对 G 取逆变换 LG−1 得到平凡的 e ≜ LG−1(G)，这时 (M,G) 将变为平坦的 (M, e)。|ρ|在

(M,G) 上的梯度方向场 |H| 也将变为 |ρ| 在 (M, e) 上的梯度方向场 |O|。相应地，∀t ∈ R，φ|H|,a(t) 变为

φ|O|,a(t)。简而言之，LG−1 诱导了如下两类映射：

G−1
∗ : |H| → |O|, G−1

∗∗ : φ|H|,a → φ|O|,a.

∀T ∈ T，记N ≜ {N ∈ T | detN = detT}。由于 T ∼= GL(D,R)，关于 GL(D,R)的拓扑，设 U是 T 的某个

邻域。取 Ω = N ∩ U，那么

|OΩ| = G−1
∗ (|HΩ|) , φ|OΩ|,a = G−1

∗∗
(
φ|HΩ|,a

)
.

设 µ是流形M 上的 Borel 测度。∀t ∈ R，我们知道

φ|HN|,a (t) ' φ|ON|,a (t) ' SD−1.

于是 φ|HΩ|,a (t) ⊆ φ|HN|,a (t)和 φ|OΩ|,a (t) ⊆ φ|ON|,a (t)都是 Borel 集，因而是可测的。记

µa

(
φ|HΩ|,a (t)

)
≜ µ

(
G−1
∗∗
(
φ|HΩ|,a (t)

))
= µ

(
φ|OΩ|,a (t)

)
.

当 U→ T 时，Ω→ T，|HΩ| → HT，|HΩ(a)| → HT (a)，并且 φ|HΩ|,a(t)→ b ≜ φHT ,a(t)。

为简单起见，记L ≜ φHT ,a。这时，a = L(0)，b = L(t)，并且记 pa ≜ [La] = HT (a)，pb ≜ [Lb] = HT (b)。
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由于 µa 相对于 µ 是绝对连续的，故而 Radon-Nikodym 定理 [42] 保证了以下极限是存在的。将 Radon-

Nikodym 导数

WL(b, a) ≜
dµa

dµb
≜ lim

U→T

µa

(
φ|HΩ|,a (t)

)
µ
(
φ|HΩ|,a (t)

) = lim
U→T

µ
(
G−1
∗∗
(
φ|HΩ|,a (t)

))
µ
(
φ|HΩ|,a (t)

) = lim
U→T

µ
(
φ|OΩ|,a (t)

)
µ
(
φ|HΩ|,a (t)

) (48)

称为位置表象中 |H|沿 L的分布密度。

在 a点的一个邻域 U 上，∀T ∈ T，记 HT (a) 的法截面为 NHT ,a ≜ {n ∈ U | HT (a) · (n − a) = 0}。定

义 NHT ,a(t) ≜ {φHT ,x(t) | x ∈ NHT ,a}。这样一来，NHT ,a = NHT ,a(0)，NHT ,b ≜ NHT ,a(t)。当 U → a时，

NHT ,a → a，NHT ,a(t)→ b ≜ φHT ,a(t)。将 Radon-Nikodym 导数

ZL(b, a) ≜
dµ(a)

dµ(b)
≜ lim

U→a

µ(NHT ,a)

µ(NHT ,b)
= lim

U→a

µ(NHT ,a)

µ(NHT ,a(t))
(49)

称为动量表象中 |H|沿 L的分布密度。

总之，WL(b, a)和 ZL(b, a)用两种不同的方式描述了 b点邻近的梯度线的密度。它们有以下明显的性质。

■命题 3.9.1：设 L是梯度线，∀a, b, c ∈ L满足 L(x0a) = a，L(x0b) = b，L(x0c) = c且 x0b > x0c > x0a，那

么

WL(b, a) =WL(b, c)WL(c, a), ZL(b, a) = ZL(b, c)ZL(c, a).

■定义 3.9.4：如果 ∃ρ′ ∈ |ρ|使得 L是 ρ′ 的一条梯度线，那么也称 L是 |ρ|的一条梯度线。

■注记 3.9.3：对于任意的 a和 b，讨论 |ρ|从 a到 b的梯度线总是有意义的。这是因为，即便 ρ从 a点

出发的梯度线不经过 b点，只需要对 f 进行一次第 2.3 节的某个平坦变换 T 得到 ρ′ ≜ T∗ρ，就能使 ρ′ 从 a

点出发的梯度线恰好经过 b点。由于 ρ, ρ′ ∈ |ρ|，我们不去区分它们，统一用 |ρ|就好。直观地来说，当 |ρ|取

两个不同的初始动量时，分别呈现为 ρ和 ρ′。

■论述 3.9.1：有了以上准备，我们就获得了一种新的方式来严格地描述传播子的构造。

对起于 a终于 b的任一路径 L，简单地记 ||L|| ≜
∫
L

dx0。设 P(b, a)是起于 a终于 b的路径的全体。记

P(b, x0b ; a, x0a) ≜ {L | L ∈ P(b, a), ||L|| = x0b − x0a}.

∀L ∈ P(b, x0b ; a, x0a)，无妨令 L(x0a) = a，L(x0b) = b。这样 P(b, x0b ; a, x0a) 就是从 L(x0a) = a到 L(x0b) = b的

所有路径 L的全体。

抽象地，传播子定义为运动方程的 Green 函数，具体地，传播子还需要一个构造性的定义。一种构造方

式是用 Feynman 路径积分

K(b, x0b ; a, x
0
a) ≜

∫
P(b,x0

b ;a,x
0
a)

eisdL. (50)
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但是 P(b, x0b ; a, x0a)中的冗余路径实在太多了，导致：（1）在 P(b, x0b ; a, x0a)上很难一般地定义测度 dL；（2）

在进行一些计算时会造成不必要的无穷大。

为了解决这一问题，我们尝试将求和范围从P(b, x0b ; a, x0a)缩小为H(b, x0b ; a, x
0
a)，其中H(b, x0b ; a, x

0
a)是

|ρ|的从 L(x0a) = a到 L(x0b) = b的所有梯度线 L的全体。这样 (50) 式就转变为

K(b, x0b ; a, x
0
a) =

∫
H(b,x0

b ;a,x
0
a)

Ψ(L)eisdL.

我们注意到，只要在位置表象中取梯度线 L的概率幅 Ψ(L) 满足 [Ψ(L)]2 = WL(b, a)，或者在动量表象中取

[Ψ(L)]2 = ZL(b, a)，就恰好可以与哥本哈根解释相一致。这为传播子给出了以下新的构造性定义。

■定义 3.9.5：设 |ρ|符合定义 3.9.1 ，记 H ≜ ∇ρ。

设 L(b, a)是 |ρ|的起于 a终于 b的梯度线的全体。记

H(b, x0b ; a, x
0
a) ≜ {L | L ∈ L(b, a), ||L|| = x0b − x0a}.

设 L(pb, pa)是 |ρ|的起始方向是 pa 终止方向是 pb 的梯度线的全体。记

H(pb, x
0
b ; pa, x

0
a) ≜ {L | L ∈ L(pb, pa), ||L|| = x0b − x0a}.

设 dL是H(b, x0b ; a, x
0
a)上的一个 Borel 测度。考虑到注记 4.4.1 ，设 s是定义 3.6.2 的仿射作用量 s(L)。

K(b, x0b ; a, x
0
a) ≜

∫
H(b,x0

b ;a,x
0
a)

√
WL(b, a)e

isdL. (51)

称为 |ρ|由 (a, x0a)到 (b, x0b)的位置表象中的传播子。若设 dL是H(pb, x
0
b ; pa, x

0
a)上的一个 Borel 测度，则将

K(pb, x0b ; pa, x0a) ≜
∫
H(pb,x0

b ;pa,x0
a)

√
ZL(b, a)e

isdL. (52)

称为 |ρ|由 (pa, x
0
a)到 (pb, x

0
b)的动量表象中的传播子。

■论述 3.9.2：现在，(51) 和 (52) 是严格定义的，但 Feynman 路径积分 (50) 目前尚不具有严格的数学定

义，这使得我们不可能获得（以位置表象为例）∫
H(b,x0

b ;a,x
0
a)

√
WL(b, a)e

isdL =

∫
P(b,x0

b ;a,x
0
a)

eisdL

的严格的数学证明。我们注意到，梯度方向的分布密度WL(b, a)和 ZL(b, a)在量子演化的概率解释与几何解

释之间建立了联系。因此可以基于概率解释直观地认为等号两边是同一种东西。

■ 论述 3.9.3：QFT 的量子化方法是成功的，在仿射连络表示中也是适用的，但本文不讨论它。我们尝

试提出更多的思路来理解仿射连络表示中的场的量子化。
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（1）若根据定义 3.6.2 取

s =

∫
L

Dρ =

∫
L

pQdx
Q =

∫
L

E0dx
0,

其中 D是 (M,G)的全连络，则对于 H ≜ ∇ρ的分布，我们知道

K(b, x0b ; a, x
0
a) ≜

∫
∇ρ(b,x0

b ;a,x
0
a)

√
WL(b, a)e

isdL, K(pb, x0b ; pa, x0a) ≜
∫
∇ρ(pb,x0

b ;pa,x0
a)

√
ZL(b, a)e

isdL

描述了能量动量的量子化。这时，∇ρ(b, x0b ; a, x0a) 中的每一条梯度线都对应着一组能量动量本征值。这与传

统的理论是一致的，这启发我们考虑以下新的想法来执行规范场的荷与流的量子化。

（2）若根据第 3.5 节取

s =

∫
L

Dt =

∫
L

KM
NPQ

:P
dxQ =

∫
L

ρMN0dx
0,

其中 D是 (M,F)的全连络，则对于 H ≜ ∇t的分布，我们知道

K(b, x0b ; a, x
0
a) ≜

∫
∇t(b,x0

b ;a,x
0
a)

√
WL(b, a)e

isdL, K(pb, x0b ; pa, x0a) ≜
∫
∇t(pb,x0

b ;pa,x0
a)

√
ZL(b, a)e

isdL

描述了荷与流的量子化。需要强调的是，这不是场的能量动量的量子化，而是场本身的量子化，它表现为量

子化的（例如离散的）荷与流。

4 经典时空中的规范场的仿射连络表示

第 3 节建立的新框架是用D维一般坐标 xM 讨论的，这比 (1+3)维传统闵氏坐标 xµ 更加一般。(dx0)2 =

D∑
M=1

(dxM )2 是内、外部空间的总度量，(dxτ )2 =
D∑

m=4
(dxm)2 是内部空间度量。

（1）D 维一般坐标 xM (M = 1, 2, · · · ,D) 的演化参数是 x0。演化路径 L 的参数方程表示为 xM =

xM (x0)。

（2）(1+3)维闵氏坐标 xµ (µ = 0, 1, 2, 3)的演化参数是 xτ。演化路径 L的参数方程表示为 xµ = xµ(xτ )。

坐标 xµ 适用于下面定义的 (1 + 3)维经典时空子流形。

4.1 经典时空子流形

设 (M,f) 上有一个光滑切矢场 X，若 ∀p ∈ M，X(p) = bA ∂
∂ξA

∣∣∣
p
= cM ∂

∂xM

∣∣
p
满足 ba 不全为零且 cm

不全为零，a,m = r + 1, · · · ,D，则称 X 指向内部空间。对任一演化路径 L ≜ φX,p，也称 L指向内部空间。

设M = P ×N，D ≜ dimM，r ≜ dimP = 3。X 是M 上的光滑切矢场，取定点 o ∈M。如果 X 指向

内部空间，那么存在唯一的 (1 + 3)维嵌入子流形 γ : M̃ →M, p 7→ p和 M̃ 上唯一的光滑切矢场 X̃，使得：

(i) P × {o}是 M̃ 的闭子流形；(ii) 切映射 γ∗ : T (M̃)→ T (M)满足 ∀q ∈ M̃，γ∗ : X̃(q) 7→ X(q)。
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这样的 M̃ 称为经典时空子流形。

设 φX : M × R → M 和 φX̃ : M̃ × R → M̃ 分别是与 X 和 X̃ 对应的单参数可微变换群，那么 φX̃ =

φX |M̃×R。于是经典时空中的演化可由 φX̃ 描述。需要注意的是：

（1）M̃ 继承了M 的一部分几何性质，但不是全部。M̃ 所反映的物理性质并不完整。

（2）限制在 M̃ 上，X̃ 与 X 一一对应。为方便起见，下文在 M̃ 上不去区分记号 X 和 X̃，统一记为 X。

（3）M̃ 上的任一路径 L̃ : T → M̃, t 7→ p唯一对应着M 上的路径 L ≜ γ ◦ L̃ : T → M, t 7→ p。显然 L

和 L̃的像集是相同的，即 L(T ) = L̃(T )。为方便起见，下文在 M̃ 上不去区分记号 L和 L̃，统一记为 L。

4.2 经典时空参考系

设有几何流形 (M,f)及其经典时空子流形 M̃。又设 L ≜ φX̃,a 是 M̃ 上的一条演化路径。设 p ∈ L且 U

是 p的坐标邻域。根据定义 3.2.2 ，设 U 上的 f(p)和 UL ≜ U ∩ L上的 fL(p)满足：

f(p) : ξA = ξA(xM ) = ξA(x0), ξ0 = ξ0(x0), A,M = 1, 2, · · · ,D. (53)

那么以下结论成立：

（1）在 Ũ ≜ U ∩ M̃ 上存在唯一的局部参考系 f̃(p)满足

f̃(p) : ξU = ξU (xK) = ξU (x0), ξ0 = ξ0(x0), U,K = 1, 2, 3, τ. (54)

（2）若 L 指向内部空间，则 f̃(p) 的以上坐标系 (Ũ , ξU ) 和 (Ũ , xK) 在 Ũ 上唯一确定坐标系 (Ũ , ξ̃α) 和

(Ũ , x̃µ)，使 f̃(p)也满足

f̃(p) : ξ̃α = ξ̃α (x̃µ) = ξ̃α (x̃τ ) , ξ̃τ = ξ̃τ (x̃τ ) , α, µ = 0, 1, 2, 3 (55)

且坐标满足

ξ̃s = ξs, ξ̃τ = ξτ , ξ̃0 = ξ0, x̃i = xi, x̃τ = xτ , x̃0 = x0.

也就是说，f̃(p)就是传统意义上的参考系，它有 (54) 和 (55) 两种不同的坐标表示。将

f̃ : M̃ → REFM̃ , p 7→ f̃(p) ∈ REFp

称为经典时空参考系。这样一来，惯性系可以严格地按以下方式来理解。设有几何流形 (M̃, g̃)，Fg̃ 是 g̃诱导

的参考系变换。

（1）如果 δ̃αβB̃
α
µ B̃

β
ν = ε̃µν，我们称 g̃是 (Lorentz)正交的。这时 Fg̃ 就是局部 Lorentz 变换。

（2）若 B̃α
µ 和 C̃µ

α 都是 M̃ 上的常数，则称 g̃是平坦的。

（3）若 g̃既正交又平坦，则称 g̃是惯性系。这时 Fg̃ 就是 Lorentz 变换。
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■注记 4.2.1：由

(dξ̃τ )2 = (dξ0)2 −
3∑

s=1

(dξs)2 = δ̃αβdξ̃
αdξ̃β = G̃µνdx̃

µdx̃ν , G̃µν ≜ δ̃αβB̃
α
µ B̃

β
ν ,

(dx̃τ )2 = (dx0)2 −
3∑

i=1

(dxi)2 = ε̃µνdx̃
µdx̃ν = H̃αβdξ̃

αdξ̃β , H̃αβ ≜ ε̃µνC̃
µ
αC̃

ν
β ,

易知 g̃ 是正交的当且仅当 dξ̃τ = dx̃τ，即 G̃ττ ≜ B̃τ
τ B̃

τ
τ = 1，只有在这种情况下我们才能将 dξ̃τ 和 dx̃τ 统一

记为 dτ。否则，我们应当意识到 dξ̃τ 和 dx̃τ 在非平凡引力场中的区别。不论 g̃是不是惯性系、有没有非平凡

引力场，(dξ̃τ )2 = (dξ0)2 −
3∑

s=1
(dξs)2 和 (dx̃τ )2 = (dx0)2 −

3∑
i=1

(dxi)2 在各自的坐标系中都是恒成立的。

■注记 4.2.2：第 3.3 节的演化引理用闵氏坐标可表示为：

（1）如果 d
dt̃
∼= d

dt̃L
且 df̃ ' df̃L，那么

〈
d
dt̃
, df̃
〉
=
〈

d
dt̃L

, df̃L

〉
。

（2）以下结论成立：

wµ ∂

∂x̃µ
∼= wτ d

dx̃τ
⇔ wµ = wτ ε̃µτ ,

wµdx̃
µ ' wτdx̃

τ ⇔ ε̃µτwµ = wτ ,

w̄µ
∂

∂x̃µ
∼= w̄τ

d

dx̃τ
⇔ w̄µ = w̄τ ˜̄ε

τ
µ,

w̄µdx̃µ ' w̄τdx̃τ ⇔ ˜̄ετµw̄
µ = w̄τ .

4.3 经典时空演化的仿射连络表示

设 D̃ 是 (M̃, G̃) 上的全连络，并记 t̃L;τ ≜ t̃;σ ε̃
σ
τ，那么第 3.4 节的绝对微分和梯度在 M̃ 上用闵氏坐标可

以表述为

D̃t̃ ≜ t̃;σdx̃
σ, D̃Lt̃L ≜ t̃L;τdx̃

τ ,

∇̃t̃ ≜ t̃;σ
∂

∂x̃σ
, ∇̃Lt̃L ≜ t̃L;τ

d

dx̃τ
.

显然，D̃t̃ ' D̃Lt̃L 当且仅当 L是任意的路径。∇̃t̃ ∼= ∇̃Lt̃L 当且仅当 L是梯度线。

■定义 4.3.1：类似于第 3.6 节，设 F̃ 的荷 ρ̃在 (M̃, G̃)上演化，那么有以下定义：

（1）将 m̃τ ≜ ρ̃;τ 和 m̃τ ≜ ρ̃;τ 称为 ρ̃的静质量。

（2）将 p̃µ ≜ −ρ̃;µ 和 p̃µ ≜ −ρ̃;µ 称为 ρ̃的能量动量，Ẽ0 ≜ ρ̃;0 和 Ẽ0 ≜ ρ̃;0 称为 ρ̃的能量。

（3）将 M̃τ ≜ dρ̃
dx̃τ

和 M̃τ ≜ dρ̃
dx̃τ 称为 ρ̃的正则静质量。

（4）将 P̃µ ≜ − ∂ρ̃
∂x̃µ

和 P̃µ ≜ − ∂ρ̃
∂x̃µ 称为 ρ̃的正则能量动量，H̃0 ≜ ∂ρ̃

∂x̃0
和 H̃0 ≜ ∂ρ̃

∂x̃0 称为 ρ̃的正则能量。

■论述 4.3.1：类似于命题 3.6.1 ，∀p ∈ M̃，当且仅当 [Lp] = ∇̃ρ̃|p 时，方向导数为〈
m̃τ

d

dx̃τ
, m̃τdx̃

τ

〉
=

〈
p̃µ

∂

∂x̃µ
, p̃µdx̃

µ

〉
,

也就是 G̃ττm̃τm̃τ = G̃µν p̃µp̃ν，或

m̃τm̃
τ = p̃µp̃

µ,

此即能量动量方程的仿射连络表示。
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类似于命题 3.6.2 ，由演化引理，∀p ∈ M̃ 当且仅当 [Lp] = ∇̃ρ̃|p 时有 p̃µ = −m̃τ
dx̃µ

dx̃τ
，即 Ẽ0 = m̃τ

dx̃0

dx̃τ
=

m̃τ
dx0

dxτ
且 p̃i = −m̃τ

dx̃i

dx̃τ
= m̃τ

−dx̃i

dx̃τ
= m̃τ

dxi

dxτ
= Ẽ0

dxi

dx0
。这也可看作 p = mv的起源。

类似于注记 3.6.2 ，记

[ρ̃Γ̃ω] ≜
∂ρ̃µν
∂x̃ω

− ρ̃µν;ω = ρ̃µχΓ̃
χ
νω + ρ̃χν Γ̃

χ
µω, [ρ̃R̃ρσ] ≜ ρ̃µχR̃

χ
νρσ + ρ̃χνR̃

χ
µρσ.

那么与注记 3.6.2 同理，基于定义 4.3.1 ，就能严格地得到

f̃ρ ≜ p̃ρ;τ = m̃τ ;ρ − p̃σ ε̃στ ;ρ + [ρ̃R̃ρσ]ε̃
σ
τ . (56)

在质点模型中，m̃τ ;ρ 和 ε̃στ ;ρ 是没有意义的，(56) 式就会过渡到

f̃ρ = [ρ̃R̃ρσ]ε̃
σ
τ .

这就是相互作用力（例如电动力学的 Lorentz 力
⇀
f = q

(⇀
E + ⇀v × ⇀

B
)
或 fρ = jσFρσ）的仿射连络表示。

类似于定义 3.6.2 ，设 P̃(b, a) 是 M̃ 上起于点 a且终于点 b的路径的全体。又设 L ∈ P̃(b, a)，且演化参

数 x̃τ 满足 τa ≜ x̃τ (a) < x̃τ (b) ≜ τb。闵氏坐标中的作用量的仿射连络表示为

s̃(L) ≜
∫
L

D̃ρ̃ =

∫
L

p̃µdx̃
µ =

∫ τb

τa

m̃τdx̃
τ , s̃(L) ≜

∫ τb

τa

(γµρ̃;µ + m̃τ ) dx̃
τ . (57)

更多的解释见注记 4.4.1 。

4.4 Dirac方程的仿射连络表示

■论述 4.4.1：定义 Dirac 代数 γµ 和 γα，它们满足

γµ = C̃µ
αγ

α, γαγβ + γβγα = 2δ̃αβ , γµγν + γνγµ = 2G̃µν .

设 (M̃, G̃)是正交的，根据注记 4.2.1 ，G̃ττ = 1。根据论述 4.3.1 ，在 ρ̃ ≜ ρ̃ων 的梯度方向上有

ρ̃;µρ̃
;µ = ρ̃;τ ρ̃

;τ ⇔ G̃µν ρ̃;µρ̃;ν = m̃2
τ

⇔ (γµρ̃;µ)(γ
ν ρ̃;ν) + (γν ρ̃;ν)(γ

µρ̃;µ) = 2m̃2
τ

⇔ (γµρ̃;µ)(γ
ν ρ̃;ν) = m̃2

τ

⇔ (γµρ̃;µ)
2 = m̃2

τ .

不失一般性取 γµρ̃;µ = m̃τ，即

γµρ̃ων;µ = m̃ωντ . (58)
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接下来记

[gΓ̃µ]
ων ≜

∑
σ

G̃νν′
Γ̃ν′σµ +

∑
κ

G̃ωω′
Γ̃ω′κµ , D̃ων

µ ≜ ∂µ − [gΓ̃µ]
ων
.

从 (58) 式可以得到∑
ω,ν

γµρ̃ων;µ =
∑
ω,ν

m̃ωντ ⇔
∑
ω,ν

γµ
(
∂µρων − ρ̃ωχΓ̃

χ
νµ − ρ̃χν Γ̃χ

ωµ

)
=
∑
ω,ν

m̃ωντ

⇔
∑
ω,ν

γµ

(
∂µρων − ρ̃ων

∑
σ

Γ̃ν
σµ − ρ̃ων

∑
κ

Γ̃ω
κµ

)
=
∑
ω,ν

m̃ωντ

⇔
∑
ω,ν

γµ
(
∂µρων − ρ̃ων [gΓ̃µ]

ων
)
=
∑
ω,ν

m̃ωντ

⇔
∑
ω,ν

γµ
(
∂µ − [gΓ̃µ]

ων
)
ρ̃ων =

∑
ω,ν

m̃ωντ ,

(59)

此即 ∑
ω,ν

γµD̃ων
µ ρ̃ων =

∑
ω,ν

m̃ωντ , D̃ων
µ ≜ ∂µ − [gΓ̃µ]

ων
. (60)

我们把实值的 (58) 和 (60) 式都称为仿射 Dirac方程。

■论述 4.4.2：接下来构造仿射 Dirac 方程的一种复值表示。限制在 (Ũ , x̃µ) 上，荷 ρ̃ων = ρ̃ων(x̃
µ) 是关

于坐标 (x̃µ) ≜ (x̃0, x̃1, x̃2, x̃3)的函数，设

P̃ων(x̃
0) ≜

∫
(x̃1,x̃2,x̃3)

ρ̃ων(x̃
µ)d3x̃.

设 (Ũ , x̃µ)上的函数 fων = fων(x̃
µ)满足

ρ̃ων = (fων)
2P̃ων ,

∫
(x̃1,x̃2,x̃3)

(fων)
2d3x̃ = 1, εµτ

∂fων

∂x̃µ
= 0, γµ

∂fων

∂x̃µ
= 0.

我们用以下方式来定义 ψων 和 M̃ωντ。

ỹων ≜
∫
L

dρ̃ων =

∫
L

dρ̃ων

dx̃τ
dx̃τ =

∫
L

(
d(f2ων)

dx̃τ
P̃ων + f2ων

dP̃ων

dx̃τ

)
dx̃τ = f2ων

∫
L

dP̃ων

dx̃τ
dx̃τ ≜ f2ων Ỹων ,

ψων ≜ fωνe
iỸων , m̃ωντ ≜ ρ̃ων;τ = (f2ων),τ P̃ων + f2ωνP̃ων;τ = f2ωνP̃ων;τ ≜ f2ωνM̃ωντ .

在 QFT 的传播子中，费米子的路径积分
∫
eiSDψ中的 S 通常采用

−
∫ (

iψ̄γµDµψ − ψ̄M̃τψ
)
d4x̃

的形式，其中 S 和 d4x̃ 都是协变的。我们相信外部空间积分
∫
(x̃1,x̃2,x̃3)

d3x̃ 对于演化来说并不是本质性的，

所以为了简单起见，我们不考虑外部空间部分
∫
(x̃1,x̃2,x̃3)

d3x̃，而只考虑演化部分
∫
L

dx̃0。同时，为了保持协

变性，须将
∫
L

dx̃0 替换为
∫
L

dx̃τ。这样一来，在规范场的仿射连络表示中，我们将考虑

−
∫
L

(
iψ̄γµDµψ − ψ̄M̃τψ

)
dx̃τ

形式的作用量。具体来说，记

25



预印本 - 版本号：1.0.20210804.01

D̃ωνµ ≜ ∂

∂x̃µ
− i[P̃Γ̃µ]ων , [P̃Γ̃µ]ων ≜

∑
σ

P̃ων Γ̃
ν
σµ +

∑
κ

P̃ων Γ̃
ω
κµ .

由 (57) 式有

s̃ων(L) ≜
∫
L

(γµρ̃ων;µ + m̃ωντ ) dx̃
τ .

又由 (59) 式知
∑
ω,ν

γµρ̃ων;µ =
∑
ω,ν

γµD̃ων
µ ρ̃ων。那么就有

s̃ρ̃(L) ≜
∑
ω,ν

s̃ων(L) =

∫
L

∑
ω,ν

(γµρ̃ων;µ + m̃ωντ )dx̃
τ =

∫
L

∑
ω,ν

(
γµD̃ων

µ ρ̃ων + m̃ωντ

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
γµ
(
∂µρ̃ων − [gΓ̃µ]

ων
ρ̃ων

)
+ m̃ωντ

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
γµ
(
∂µỹων − [gΓ̃µ]

ων
ρ̃ων

)
+ m̃ωντ

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
γµ
(
∂µ(f

2
ων Ỹων)− [gΓ̃µ]

ων
f2ωνP̃ων

)
+ f2ωνM̃ωντ

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
γµ
(
∂µỸων − [P̃Γ̃µ]ων

)
f2ων + f2ωνM̃ωντ

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
fωνe

−iỸωνγµ
(
fωνe

iỸων∂µỸων − [P̃Γ̃µ]ωνfωνe
iỸων

)
+ fωνe

−iỸωνM̃ωντfωνe
iỸων

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
−ψ̄ωνiγ

µ
(
eiỸων∂µfων + fωνe

iỸων i∂µỸων − i[P̃Γ̃µ]ωνψων

)
+ ψ̄ωνM̃ωντψων

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
−ψ̄ωνiγ

µ
(
∂µ(fωνe

iỸων )− i[P̃Γ̃µ]ωνψων

)
+ ψ̄ωνM̃ωντψων

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
−ψ̄ωνiγ

µ
(
∂µ − i[P̃Γ̃µ]ων

)
ψων + ψ̄ωνM̃ωντψων

)
dx̃τ

=

∫
L

∑
ω,ν

(
−ψ̄ωνiγ

µD̃ωνµψων + ψ̄ωνM̃ωντψων

)
dx̃τ

= −
∫
L

∑
ω,ν

ψ̄ων

(
iγµD̃ωνµ − M̃ωντ

)
ψωνdx̃

τ .

(61)

这样我们就得到了 ρ̃ων 的梯度方向的一种复值表示。

■注记 4.4.1：由以上论述可知，在 ρων 的梯度方向上有

−
∑
ω,ν

ψ̄ωνiγ
µD̃ωνµψωνdx̃

τ =
∑
ω,ν

D̃ρ̃ων .

这说明，在规范场的仿射连络表示中，定义 3.6.2 和注记 3.6.1 中的 s(L)和 s̃(L)确实适合通过 eis(L) 和 eis̃(L)

来构造传播子。因此，论述 3.9.3 的想法是合理的。
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4.5 从经典时空回到全维度空间

■论述 4.5.1：现在有一个问题，(M̃, F̃)和 (M̃, G̃)无法完整地反映 (M,F)和 (M,G)的内部空间几何性

质。具体来说：

上节我们讨论了 (M̃, G̃) 上的仿射 Dirac 方程 γµρ̃ων;µ = m̃ωντ。类似于第 3.5 节，在 (M̃, F̃) 上有仿射

杨-Mills 方程 K̃µ
νρσ

:ρ
= ρ̃µνγσ。假设没有引力场，那么非零的方程只有

γµρ̃00;µ = m̃00τ , K̃0
0ρσ

:ρ
= ρ̃00γσ .

而 (M,F)有多个内部空间荷

ρmn, (m,n = 4, 5, · · · ,D).

我们意图用这些 ρmn 来描述轻子和强子。但是，通过经典时空的封装，(M̃, F̃) 只剩下一个内部空间荷 ρ̃00，

不够用了。让这一个实值场函数 ρ̃00 去描述那么多种轻子和强子是不可能的。

在不放弃 (1 + 3) 维时空的前提下，要想描述规范场，一种方法就是在复值场函数 ψ 的相位 eiTaθ
a

上，

以非空间坐标的抽象自由度来描述。这种方法有效，但不自然。一个理论对外部空间采用坐标表示，而对内

部空间却采用非坐标表示，这是不能令人满意的。

逻辑上更加自然的方式要求必须放弃 (1 + 3) 维时空 (M̃, F̃) 和 (M̃, G̃) 的框架，把内部空间和外部空间

放在一起用统一的空间标架来描述统一的几何。在 (M,F)和 (M,G)上有足够多的实值场函数 ρmn 来描述轻

子和强子，也有足够多的内部仿射连络分量 [mnP ]来描述规范势。

因此只有在全维度的 (M,F)和 (M,G)上，才能发挥出规范场的仿射连络表示的全部优势，从而给出规

范场几何性质的全部细节。所以，关于经典时空 M̃ 的讨论到此为止，接下来把着眼点放在全维度流形M 上。

■论述 4.5.2：在M 上，由 ΓMNP = 1
2 ([MNP ] + {MNP})，[MNP ] = δADB

D
M

(
∂BA

N

∂xP +
(
A
BP

)
BB

N

)
和

GMN = δABB
A
MB

B
N 知，规范场与引力场都可以用参考系中的空间标架 BA

M 和 CM
A 来描述。参考系是规范场

和引力场的共同起源。参考系变换下的不变性是规范协变性和广义协变性的共同起源。

我们用 [MNP ] 的 m,n ∈ {4, 5, · · · ,D}的分量 [mnP ] 描述电磁、弱和强相互作用场等典型规范场的规

范势，用 ρMN 的 m,n ∈ {4, 5, · · · ,D}的分量 ρmn 描述轻子和强子的荷，而 ρMN 和 [MNP ] 的其余分量的

物理意义目前还不太明确，也许可以用于描述暗物质及其相互作用。

在正交的 (M,G)和 (M,F)上有全维度的场方程，即仿射 Dirac 方程和仿射杨-Mills 方程

γP ρMN ;P = ρMN ;0, KM
NPQ

:P
= ρMN γQ, (62)

它们分别体现了实际（on-shell）演化方向 ∇ρ和 ∇t。其量子演化由定义 3.9.5 或论述 3.9.3 中的传播子描述。
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■论述 4.5.3：在正交的 (M,G)上，(61) 式会表现为全维度的作用量

sρ(L) =

∫
L

∑
M,N

(
γP ρMN ;P + εP0 ρMN ;P

)
dx0 = −i

∫
L

∑
M,N

ψ̄MN

(
γPDMNP + εP0 DMNP

)
ψMNdx

0. (63)

当且仅当 Lk : g → g′ 是正交变换时，Lk 把 sρ(L)变为

s′ρ(L) =

∫
L

∑
M,N

(
γP

′
ρMN ;P ′ + εP

′

0′ ρMN ;P ′

)
dx0

′
= −i

∫
L

∑
M,N

ψ̄′
MN

(
γP

′
D′

MNP ′ + εP
′

0′ D
′
MNP ′

)
ψ′
MNdx

0′ ,

其中 ρMN 由参考系 f ◦ f 确定，而不是由 g ◦ g 确定，所以 ρMN 并不随 Lk : g → g′ 而变。我们看到，在规

范场的仿射连络表示中，规范变换 ψ 7→ ψ′ 和 D 7→ D′ 本质上就归结为参考系变换 Lk。

注记 1：对于一般的 (M,G)来说，G 不一定正交，这时相应的作用量应为

sMN (L) =

∫
L

(
B0

0γ
P ρMN ;P + εP0 ρMN ;P

)
dx0.

在这种一般的情况下，论述 3.9.3 中的方法和定义 3.6.2 也是可用和有效的，在那里我们取

sMN (L) =

∫
L

DρMN .

注记 2：我们看到，作用量的实值表示比复值表示更简洁。因此对于场函数、场方程和作用量来说，采

用实值表示更为方便。

在下面几节中，我们将用 [MNP ] 给出电磁、弱和强相互作用场的仿射连络表示，并采用实值表示

ρMN ;P 来讨论规范场与基本粒子的相互作用，它们基于以下定义。

■定义 4.5.1：设M = P ×N，r ≜ dimP = 3，D ≜ dimM = 5 or 6 or 8。考虑 (17) 式所定义的 F = f◦f

和 G = g ◦ g，即 ∀p ∈M，

(U,αA′
)

f(p)−−→ (U, ξA)
f(p)−−−→ (U, xM )

g(p)←−− (U, ζA)
g(p)←−− (U, βA′

)

并且进一步设

f(p) : ξa = ξa(xm), ξs = δsi x
i ; f(p) : αa′

= αa′
(ξa), αs′ = δs

′

s ξ
s ;

g(p) : ζa = ζa(xm), ζs = δsi x
i ; g(p) : βa′

= βa′
(ζa), βs′ = δs

′

s ζ
s ;

(64)

（s′, s, i = 1, 2, 3；a′, a,m, n = 4, 5, · · · ,D）且 F 和 G 都满足

(i) Gmn = const, (ii) 当m 6= n时, Gmn = 0. (65)

在以上极端简化的情况下，我们用 F 和 G 来展示不含引力的电磁、弱、强相互作用。
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5 电弱相互作用规范场的仿射连络表示

■定义 5.1：设 (M,F) 和 (M,G) 符合定义 4.5.1 。设 D = r + 2 = 5 且 F 和 G 都满足 G(D−1)(D−1) =

GDD，则 F 和 G 可描述电弱相互作用。

■命题 5.1：设 (M,F)的全连络是 ΓM
NP 和 ΓMNP，(M,F)的曲率系数是KM

NPQ 和KMNPQ。记
BP ≜ 1√

2

(
ΓDDP + Γ(D−1)(D−1)P

)
,

A3
P ≜ 1√

2

(
ΓDDP − Γ(D−1)(D−1)P

)
,


BPQ ≜ 1√

2

(
KDDPQ +K(D−1)(D−1)PQ

)
,

F 3
PQ ≜ 1√

2

(
KDDPQ −K(D−1)(D−1)PQ

)
,

A1
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)DP + ΓD(D−1)P

)
,

A2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)DP − ΓD(D−1)P

)
,


F 1
PQ ≜ 1√

2

(
K(D−1)DPQ +KD(D−1)PQ

)
,

F 2
PQ ≜ 1√

2

(
K(D−1)DPQ −KD(D−1)PQ

)
.

再记 g ≜
√(

G(D−1)(D−1)
)2

+ (GDD)
2，那么下列各式自动成立:

BPQ =
∂BQ

∂xP
− ∂BP

∂xQ
,

F 3
PQ =

∂A3
Q

∂xP
− ∂A3

P

∂xQ
+ g

(
A1

PA
2
Q −A2

PA
1
Q

)
,

F 1
PQ =

∂A1
Q

∂xP
− ∂A1

P

∂xQ
+ g

(
A2

PA
3
Q −A3

PA
2
Q

)
,

F 2
PQ =

∂A2
Q

∂xP
− ∂A2

P

∂xQ
+ g

(
A1

PA
3
Q −A3

PA
1
Q

)
.

证明：由 (64) 式得知 (M, f)的半度规满足

(Bf)
s′

a = 0, (Cf)
a
s′ = 0, (Bf)

a′

s = 0, (Cf)
s
a′ = 0, (Bf)

s′

s = δs
′

s , (Cf)
s
s′ = δss′ .

再计算 (ABC)f ≜ 1
2 (Cf)

A
A′

(
∂(Bf)

A′
B

∂ξC
+

∂(Bf)
A′
C

∂ξB

)
得到

(sBC)f = 0, (atu)f = 0, (abC)f 6= 0; s, t, u = 1, 2, 3; a, b = 4, 5, · · · ,D; A,B,C = 1, 2, · · · ,D .

再次由 (64) 式得知 (M,f)的半度规满足

Bs
m = 0, Cm

s = 0, Ba
i = 0, Ci

a = 0, Bs
i = δsi , C

i
s = δis.

设 s′, t′, i, j, k = 1, 2, 3; a′, b′,m, n, p = 4, 5, · · · ,D。计算 (M,F)的度规得到

Gij = δs′t′B
s′

i B
t′

j + δa′b′B
a′

i B
b′

j = δs′t′δ
s′

i δ
t′

j = δij ,

Gin = δs′t′B
s′

i B
t′

n + δa′b′B
a′

i B
b′

n = 0,

Gmj = δs′t′B
s′

mB
t′

j + δa′b′B
a′

mB
b′

j = 0,

Gmn = BD−1
m BD−1

n +BD
mB

D
n = const,



Gij = δs
′t′Ci

s′C
j
t′ = δs

′t′δis′δ
j
t′ = δij ,

Gin = δs
′t′Ci

s′C
n
t′ = 0,

Gmj = δs
′t′Cm

s′ C
j
t′ = 0,

Gmn = Cm
D−1C

n
D−1 + Cm

DC
n
D = const.
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计算 F 的全连络 ΓM
NP ≜ 1

2

(
[MNP ] + {MNP }

)
= 1

2

(
CM

A
∂BA

N

∂xP + CM
A

(
A
BP

)
f
BB

N

)
得到：

Γi
NP = 0,

Γm
jk = 0,

Γm
nP =

1

2

(
Cm

a

∂Ba
n

∂xP
+ Cm

a (abP )fB
b
n

)
,

Γm
Np =

1

2

(
Cm

a

∂Ba
N

∂xp
+ Cm

a

(
a
Bp

)
f
BB

N

)
,



ΓiNP = GiM ′ΓM ′

NP = Gii′Γ
i′

NP = 0,

Γmjk = GmM ′ΓM ′

jk = Gmm′Γm′

jk = 0,

ΓmnP =
1

2
δabB

b
m

(
∂Ba

n

∂xP
+ (abP )fB

b
n

)
,

ΓmNp =
1

2
δabB

b
m

(
∂Ba

N

∂xp
+
(
a
Bp

)
f
BB

N

)
.

(66)

计算 F 的曲率系数 Km
nPQ ≜ ∂Γm

nQ

∂xP − ∂Γm
nP

∂xQ + Γm
HPΓ

H
nQ − ΓH

nPΓ
m
HQ 和 KmnPQ ≜ GmM ′KM ′

nPQ = Gmm′Km′

nPQ

得到：

K(D−1)(D−1)PQ =
∂Γ(D−1)(D−1)Q

∂xP
−
∂Γ(D−1)(D−1)P

∂xQ
+GDD

(
Γ(D−1)DPΓD(D−1)Q − ΓD(D−1)PΓ(D−1)DQ

)
,

KD(D−1)PQ =
∂ΓD(D−1)Q

∂xP
−
∂ΓD(D−1)P

∂xQ
+GDD

(
ΓDDPΓD(D−1)Q − ΓD(D−1)PΓDDQ

)
+G(D−1)(D−1)

(
ΓD(D−1)PΓ(D−1)(D−1)Q − Γ(D−1)(D−1)PΓD(D−1)Q

)
,

K(D−1)DPQ =
∂Γ(D−1)DQ

∂xP
−
∂Γ(D−1)DP

∂xQ
+GDD

(
Γ(D−1)DPΓDDQ − ΓDDPΓ(D−1)DQ

)
+G(D−1)(D−1)

(
Γ(D−1)(D−1)PΓ(D−1)DQ − Γ(D−1)DPΓ(D−1)(D−1)Q

)
,

KDDPQ =
∂ΓDDQ

∂xP
− ∂ΓDDP

∂xQ
+G(D−1)(D−1)

(
ΓD(D−1)PΓ(D−1)DQ − Γ(D−1)DPΓD(D−1)Q

)
.

于是：

BPQ ≜ 1√
2

(
KDDPQ +K(D−1)(D−1)PQ

)
=

1√
2

∂
(
ΓDDQ + Γ(D−1)(D−1)Q

)
∂xP

− 1√
2

∂
(
ΓDDP + Γ(D−1)(D−1)P

)
∂xQ

=
∂BQ

∂xP
− ∂BP

∂xQ
.

F 3
PQ ≜ 1√

2

(
KDDPQ −K(D−1)(D−1)PQ

)
=

1√
2

(
∂ΓDDQ

∂xP
− ∂ΓDDP

∂xQ
+G(D−1)(D−1)

(
ΓD(D−1)PΓ(D−1)DQ − Γ(D−1)DPΓD(D−1)Q

))
− 1√

2

(
∂Γ(D−1)(D−1)Q

∂xP
−
∂Γ(D−1)(D−1)P

∂xQ
+GDD

(
Γ(D−1)DPΓD(D−1)Q − ΓD(D−1)PΓ(D−1)DQ

))
=
∂A3

Q

∂xP
− ∂A3

P

∂xQ
+ g

(
ΓD(D−1)PΓ(D−1)DQ − Γ(D−1)DPΓD(D−1)Q

)
=
∂A3

Q

∂xP
− ∂A3

P

∂xQ
+ g

(
A1

PA
2
Q −A2

PA
1
Q

)
.

类似地也能算出 F 1
PQ 和 F 2

PQ。□

■ 注记 5.1：将以上结论与 U(1) × SU(2) 主丛理论比较就可以知道，这个命题说明参考系 F 确实可以

描述弱电统一场。
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下面的命题表明了仿射连络表示的一个优点，也就是说，仿射连络表示自动地蕴含了中微子的手征不对

称性，而 U(1)× SU(2)主丛连络表示却不能自动地蕴含它。

■ 定义 5.2：根据定义 3.5.1 ，设上述参考系 F 的荷是 ρmn，其中 m,n ∈ {D − 1,D} = {4, 5}。我们

将 l ≜ (ρ(D−1)(D−1), ρDD)T 称为带电轻子，ν ≜ (ρD(D−1), ρ(D−1)D)T 称为中微子，l 和 ν 统一记为 L。将

1√
2
(1, 1)L称为左手轻子， 1√

2
(1,−1)L称为右手轻子，并且记

lL ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) + ρDD

)
,

lR ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) − ρDD

)
,


νL ≜ 1√

2

(
ρD(D−1) + ρ(D−1)D

)
,

νR ≜ 1√
2

(
ρD(D−1) − ρ(D−1)D

)
.

(67)

将 (ΓG)MNP 简记为 ΓMNP，在 (M,G)上定义
ZP ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)(D−1)P + ΓDDP

)
,

AP ≜ 1√
2

(
Γ(D−1)(D−1)P − ΓDDP

)
,


W 1

P ≜ 1√
2

(
Γ(D−1)DP + ΓD(D−1)P

)
,

W 2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)DP − ΓD(D−1)P

)
,

(68)

将 AP 称为（仿射）电磁势，ZP、W 1
P 和W 2

P 称为（仿射）弱规范势。

■命题 5.2：当 (M,G)满足对称条件 Γ(D−1)DP = ΓD(D−1)P 时，F 的几何性质 l和 ν 在 (M,G)上满足：



lL;P = ∂P lL − glLZP − glRAP − gνLW 1
P ,

lR;P = ∂P lR − glRZP − glLAP ,

νL;P = ∂P νL − gνLZP − glLW 1
P ,

νR;P = ∂P νR − gνRZP .

(69)

证明：令 H ∈ {1, 2, 3, 4, 5}，h ∈ {4, 5}。由 (66) 式可得到

ρmn;P = ∂P ρmn − ρHnΓ
H
mP − ρmHΓH

nP

= ∂P ρmn − ρhnΓh
mP − ρmhΓ

h
nP .

再由 (67) 和 (68) 式即得 (69) 式。□

■注记 5.2：由以上命题我们看到，约束条件使得一般线性群 GL(2,R)破缺到了一个更小的群 S，即：

GL(2,R)
G(D−1)(D−1)=GDD, Γ(D−1)DP=ΓD(D−1)P−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ S,

进而使轻子的手征不对称性在 (69) 式中自动地呈现了出来。

■注记 5.3：命题 5.2 表明：

（1）在规范场的仿射连络表示中，耦合常数 g 具有几何意义，它事实上就是内部空间度规。在 U(1) ×

SU(2)主丛连络表示中，耦合常数没有这样清晰的几何意义。

31



预印本 - 版本号：1.0.20210804.01

（2）在最基本的层面上，ZP 和 AP 的耦合常数是相等的，即

gZ = gA = g.

如果有一种介质，Z 玻色子和光子在其中运动，设 Z 场与介质有相互作用，但电磁场 A与介质没有相互作

用。那么我们有介质中的耦合常数

g̃Z 6= gA = g,

这样 Weinberg 角就出现了。

我们有相当的合理性可以认为 Higgs 玻色子就是零自旋中微子对，这是因为在拉氏量中，Higgs 玻色子

只与 Z 场、W 场耦合，而不与电磁场、胶子场耦合。如果真是这样，那么 Higgs 玻色子就失去了基本性，并

且在最基本层面的理论中不具备足够的重要性。

（3）三代轻子的混合没有出现在命题 5.2 中，但会因定义 7.1 给出的规范场的仿射连络表示而在命题 7.1

中自发地产生。

6 强相互作用规范场的仿射连络表示

■定义 6.1：设 (M,F) 和 (M,G) 符合定义 4.5.1 。设 D = r + 3 = 6 且 F 和 G 都满足 G(D−2)(D−2) =

G(D−1)(D−1) = GDD，则 F 和 G 可描述强相互作用。

■定义 6.2：根据定义 3.5.1 ，设 F 的荷是 ρmn，其中m,n = 4, 5, · · · ,D。定义

d1 ≜ (ρ(D−2)(D−2), ρ(D−1)(D−1))
T ,

d2 ≜ (ρ(D−1)(D−1), ρDD)T ,

d3 ≜ (ρDD, ρ(D−2)(D−2))
T ,



u1 ≜ (ρ(D−2)(D−1), ρ(D−1)(D−2))
T ,

u2 ≜ (ρ(D−1)D, ρD(D−1))
T ,

u3 ≜ (ρD(D−2), ρ(D−2)D)T .

将 d1 和 u1 称为红色荷，将 d2 和 u2 称为蓝色荷，将 d3 和 u3 称为绿色荷。将 d1、d2、d3 称为下型色荷；将

u1、u2、u3 称为上型色荷。左、右手色荷分别为

d1L ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−2) + ρ(D−1)(D−1)

)
,

d2L ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) + ρDD

)
,

d3L ≜ 1√
2

(
ρDD + ρ(D−2)(D−2)

)
,



d1R ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−2) − ρ(D−1)(D−1)

)
,

d2R ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) − ρDD

)
,

d3R ≜ 1√
2

(
ρDD − ρ(D−2)(D−2)

)
,
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

u1L ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−1) + ρ(D−1)(D−2)

)
,

u2L ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)D + ρD(D−1)

)
,

u3L ≜ 1√
2

(
ρD(D−2) + ρ(D−2)D

)
,



u1R ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−1) − ρ(D−1)(D−2)

)
,

u2R ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)D − ρD(D−1)

)
,

u3R ≜ 1√
2

(
ρD(D−2) − ρ(D−2)D

)
.

在 (M,G)上记

gs ≜
√(

G(D−1)(D−1)
)2

+ (GDD)
2
=

√(
G(D−1)(D−1)

)2
+
(
G(D−2)(D−2)

)2
=

√(
G(D−2)(D−2)

)2
+ (GDD)

2
.

U1
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−2)P + Γ(D−1)(D−1)P

)
,

V 1
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−2)P − Γ(D−1)(D−1)P

)
,


X23

P ≜ 1√
2

(
Γ(D−2)(D−1)P + Γ(D−1)(D−2)P

)
,

Y 23
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−1)P − Γ(D−1)(D−2)P

)
,

U2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)(D−1)P + ΓDDP

)
,

V 2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)(D−1)P − ΓDDP

)
,


X31

P ≜ 1√
2

(
Γ(D−1)DP + ΓD(D−1)P

)
,

Y 31
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)DP − ΓD(D−1)P

)
,

U3
P ≜ 1√

2

(
ΓDDP + Γ(D−2)(D−2)P

)
,

V 3
P ≜ 1√

2

(
ΓDDP − Γ(D−2)(D−2)P

)
,


X12

P ≜ 1√
2

(
ΓD(D−2)P + Γ(D−2)DP

)
,

Y 12
P ≜ 1√

2

(
ΓD(D−2)P − Γ(D−2)DP

)
.

注意到在 U1
P、U2

P、U3
P、V 1

P、V 2
P、V 3

P 中只有 3 个是独立的，无妨设

RP ≜ aRU
1
P + bRU

2
P + cRU

3
P ,

SP ≜ aSU
1
P + bSU

2
P + cSU

3
P ,

TP ≜ aTU
1
P + bTU

2
P + cTU

3
P ,



U1
P ≜ αRRP + αSSP + αTTP ,

U2
P ≜ βRRP + βSSP + βTTP ,

U3
P ≜ γRRP + γSSP + γTTP ,

其中系数矩阵非异。这样一来，不难发现以下命题成立。

■命题 6.1：设 λa (a = 1, 2, · · · , 8)是 Gell-Mann 矩阵，Ta ≜ 1
2λa 是 SU(3)群的生成元。当 (M,G)满足

对称条件 Γ(D−2)(D−2)P + Γ(D−1)(D−1)P + ΓDDP = 0时，记

AP ≜ 1

2


A11

P A12
P A13

P

A21
P A22

P A23
P

A31
P A32

P A33
P

 ,



A32
P ≜ X23

P + iY 23
P

A23
P ≜ X23

P − iY 23
P

A11
P ≜ SP +

1√
6
TP

,



A31
P ≜ X31

P + iY 31
P

A13
P ≜ X31

P − iY 31
P

A22
P ≜ −SP +

1√
6
TP

,



A21
P ≜ X12

P + iY 12
P

A12
P ≜ X12

P − iY 12
P

A33
P ≜ − 2√

6
TP

.

那么 AP = TaA
a
P 当且仅当 A1

P = X12
P ，A2

P = Y 12
P ，A3

P = SP，A4
P = X31

P ，A5
P = Y 31

P ，A6
P = X23

P ，

A7
P = Y 23

P ，A8
P = TP。

■注记 6.1：一方面，以上命题说明定义 6.1 是强相互作用场的仿射连络表示。它不像主 SU(3)-丛理论

那样抽象地定义规范势，而是为规范势赋予了具体的几何构造。另一方面，以上命题意味着在合适的对称条
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件下，SU(3)群的代数性质可以用 G 的内部空间变换群 GL(3,R)来描述，换句话说，指数映射

exp : GL(3,R)→ U(3), [Ba
m] 7→ eiT

m
a Ba

m

定义了一个覆盖同态，而 SU(3)是 U(3)的子群。因此，定义 6.1 与 SU(3)理论兼容。

7 统一规范场的仿射连络表示

■定义 7.1：设 (M,F)和 (M,G)符合定义 4.5.1 。设 D = r + 5 = 8且 F 和 G 都满足

G(D−4)(D−4) = G(D−3)(D−3), G(D−2)(D−2) = G(D−1)(D−1) = GDD,

则 F 和 G 可描述电磁、弱和强相互作用的统一场。

■定义 7.2：根据定义 3.5.1 ，设 F 的荷是 ρmn，其中m,n = 4, 5, · · · ,D。定义

l ≜
(
ρ(D−4)(D−4), ρ(D−3)(D−3)

)T
,

d1 ≜ (ρ(D−2)(D−2), ρ(D−1)(D−1))
T ,

d2 ≜ (ρ(D−1)(D−1), ρDD)T ,

d3 ≜ (ρDD, ρ(D−2)(D−2))
T ,



ν ≜
(
ρ(D−3)(D−4), ρ(D−4)(D−3)

)T
,

u1 ≜ (ρ(D−2)(D−1), ρ(D−1)(D−2))
T ,

u2 ≜ (ρ(D−1)D, ρD(D−1))
T ,

u3 ≜ (ρD(D−2), ρ(D−2)D)T .

再记 
lL ≜ 1√

2

(
ρ(D−4)(D−4) + ρ(D−3)(D−3)

)
,

lR ≜ 1√
2

(
ρ(D−4)(D−4) − ρ(D−3)(D−3)

)
,


νL ≜ 1√

2

(
ρ(D−3)(D−4) + ρ(D−4)(D−3)

)
,

νR ≜ 1√
2

(
ρ(D−3)(D−4) − ρ(D−4)(D−3)

)
,



d1L ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−2) + ρ(D−1)(D−1)

)
,

d2L ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) + ρDD

)
,

d3L ≜ 1√
2

(
ρDD + ρ(D−2)(D−2)

)
,



d1R ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−2) − ρ(D−1)(D−1)

)
,

d2R ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)(D−1) − ρDD

)
,

d3R ≜ 1√
2

(
ρDD − ρ(D−2)(D−2)

)
,



u1L ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−1) + ρ(D−1)(D−2)

)
,

u2L ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)D + ρD(D−1)

)
,

u3L ≜ 1√
2

(
ρD(D−2) + ρ(D−2)D

)
,



u1R ≜ 1√
2

(
ρ(D−2)(D−1) − ρ(D−1)(D−2)

)
,

u2R ≜ 1√
2

(
ρ(D−1)D − ρD(D−1)

)
,

u3R ≜ 1√
2

(
ρD(D−2) − ρ(D−2)D

)
.
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在 (M,G)上记 

g ≜
√(

G(D−4)(D−4)
)2

+
(
G(D−3)(D−3)

)2
,

gs ≜
√(

G(D−1)(D−1)
)2

+ (GDD)
2
=

√(
G(D−1)(D−1)

)2
+
(
G(D−2)(D−2)

)2
=

√(
G(D−2)(D−2)

)2
+ (GDD)

2
,


ZP ≜ 1√

2
(Γ(D−4)(D−4)P + Γ(D−3)(D−3)P ),

AP ≜ 1√
2
(Γ(D−4)(D−4)P − Γ(D−3)(D−3)P ),


W 1

P ≜ 1√
2
(Γ(D−4)(D−3)P + Γ(D−3)(D−4)P ),

W 2
P ≜ 1√

2
(Γ(D−4)(D−3)P − Γ(D−3)(D−4)P ),

U1
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−2)P + Γ(D−1)(D−1)P

)
,

V 1
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−2)P − Γ(D−1)(D−1)P

)
,


X23

P ≜ 1√
2

(
Γ(D−2)(D−1)P + Γ(D−1)(D−2)P

)
,

Y 23
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−2)(D−1)P − Γ(D−1)(D−2)P

)
,

U2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)(D−1)P + ΓDDP

)
,

V 2
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)(D−1)P − ΓDDP

)
,


X31

P ≜ 1√
2

(
Γ(D−1)DP + ΓD(D−1)P

)
,

Y 31
P ≜ 1√

2

(
Γ(D−1)DP − ΓD(D−1)P

)
,

U3
P ≜ 1√

2

(
ΓDDP + Γ(D−2)(D−2)P

)
,

V 3
P ≜ 1√

2

(
ΓDDP − Γ(D−2)(D−2)P

)
,


X12

P ≜ 1√
2

(
ΓD(D−2)P + Γ(D−2)DP

)
,

Y 12
P ≜ 1√

2

(
ΓD(D−2)P − Γ(D−2)DP

)
.

■论述 7.1：由第 2.3 节我们知道，规范标架矩阵 [Ba
m] ∈ GL(5,R), (a,m = 4, 5, · · · , 8)，故而当 Ba

m 不

受任何约束时，我们会得到一个 GL(5,R)规范理论。考虑到指数映射

exp : GL(5,R)→ U(5), [Ba
m] 7→ eiT

m
a Ba

m

是一个覆盖同态，而 U(1) × SU(2) × SU(3) 是 U(5) 的子群，所以必然存在关于 Ba
m 的一些约束条件来使

GL(5,R)约化至 U(1)× SU(2)× SU(3)，即

GL(5,R)
constraint conditions of Ba

m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ U(1)× SU(2)× SU(3).

更一般地，假设我们还不知道那个能够确切地描述“真实世界”的对称性是什么，我们只是把它记为 S。那

么映射

GL(5,R)
constraint conditions of Ba

m−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ S

使得我们能够将寻找 S 的问题转化为寻找 Ba
m 的约束条件的问题。“描述 S”和“描述 Ba

m 的约束条件”二

者是彼此等价的。
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因为规范势 ΓmnP 和粒子场 ρmn 都是由规范标架场 Ba
m 构造出来的，所以在这里，“描述 Ba

m 的约束条

件”显然比“描述 S”更为灵活和方便。

接下来，虽然我们不知道最好的约束条件长什么样，但是我们可以试着去定义一组约束条件，看看能够

得到什么。

■定义 7.3：类似于注记 5.2 ，我们定义约束条件如下。

（1）基本条件一： 
G(D−4)(D−4) = G(D−3)(D−3),

G(D−2)(D−2) = G(D−1)(D−1) = GDD,

（2）基本条件二： 
Γ(D−3)(D−4)P = Γ(D−4)(D−3)P ,

Γ(D−2)(D−2)P + Γ(D−1)(D−1)P + ΓDDP = 0,

（3）轻子 PMNS 混合条件一：

ΓD−2
(D−4)P = cD−2

D−3Γ
D−3
(D−4)P ,

ΓD−1
(D−4)P = cD−1

D−3Γ
D−3
(D−4)P ,

ΓD
(D−4)P = cDD−3Γ

D−3
(D−4)P ,



ΓD−2
(D−3)P = cD−2

D−4Γ
D−4
(D−3)P ,

ΓD−1
(D−3)P = cD−1

D−4Γ
D−4
(D−3)P ,

ΓD
(D−3)P = cDD−4Γ

D−4
(D−3)P ,



cD−2
D−3 = cD−2

D−4,

cD−1
D−3 = cD−1

D−4,

cDD−3 = cDD−4,

（4）轻子 PMNS 混合条件二：

ρ(D−2)(D−3) = ρ(D−2)(D−4),

ρ(D−1)(D−3) = ρ(D−1)(D−4),

ρD(D−3) = ρD(D−4),



ρ(D−3)(D−2) = ρ(D−4)(D−2),

ρ(D−3)(D−1) = ρ(D−4)(D−1),

ρ(D−3)D = ρ(D−4)D,

（5）夸克 CKM 混合条件一：

ΓD−3
(D−2)P = cD−4

D−2Γ
D−3
(D−4)P ,

ΓD−3
(D−1)P = cD−4

D−1Γ
D−3
(D−4)P ,

ΓD−3
DP = cD−4

D ΓD−3
(D−4)P ,



ΓD−4
(D−2)P = cD−3

D−2Γ
D−4
(D−3)P ,

ΓD−4
(D−1)P = cD−3

D−1Γ
D−4
(D−3)P ,

ΓD−4
DP = cD−3

D ΓD−4
(D−3)P ,


cD−4
D−2 = cD−4

D−1 = cD−4
D ,

cD−3
D−2 = cD−3

D−1 = cD−3
D ,

（6）夸克 CKM 混合条件二：
ρ(D−2)(D−3) = ρ(D−1)(D−3) = ρD(D−3),

ρ(D−2)(D−4) = ρ(D−1)(D−4) = ρD(D−4),


ρ(D−3)(D−2) = ρ(D−3)(D−1) = ρ(D−3)D,

ρ(D−4)(D−2) = ρ(D−4)(D−1) = ρ(D−4)D,

其中 cmn 都是实常数。
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■命题 7.1：记

l′ ≜
(
ρ(D−4)(D−4) +

cD−2
D−4

2

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)
+
cD−1
D−4

2

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)
+
cDD−4

2

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)
,

ρ(D−3)(D−3) +
cD−2
D−3

2

(
ρ(D−2)(D−3) + ρ(D−3)(D−2)

)
+
cD−1
D−3

2

(
ρ(D−1)(D−3) + ρ(D−3)(D−1)

)
+
cDD−3

2

(
ρD(D−3) + ρ(D−3)D

))T

,

ν′ ≜
(
ρ(D−3)(D−4) +

cD−2
D−3

2

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)
+
cD−1
D−3

2

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)
+
cDD−3

2

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)
,

ρ(D−4)(D−3) +
cD−2
D−4

2

(
ρ(D−2)(D−3) + ρ(D−3)(D−2)

)
+
cD−1
D−4

2

(
ρ(D−1)(D−3) + ρ(D−3)(D−1)

)
+
cDD−4

2

(
ρD(D−3) + ρ(D−3)D

))T

.

当 (M,F)和 (M,G)满足定义 7.3 的对称条件（1）（2）（3）（4）时，F 的几何性质 l和 ν 在 (M,G)上满足：



lL;P = ∂P lL − glLZP − glRAP − gν′LW 1
P ,

lR;P = ∂P lR − glRZP − glLAP ,

νL;P = ∂P νL − gνLZP − gl′LW 1
P ,

νR;P = ∂P νR − gνRZP .

(70)

证明：首先，我们计算 F 的荷 ρmn 的协变微分。

ρmn;P = ∂P ρmn − ρHnΓ
H
mP − ρmHΓH

nP

= ∂P ρmn − ρ(D−4)nΓ
D−4
mP − ρ(D−3)nΓ

D−3
mP − ρ(D−2)nΓ

D−2
mP − ρ(D−1)nΓ

D−1
mP − ρDnΓ

D
mP

− ρm(D−4)Γ
D−4
nP − ρm(D−3)Γ

D−3
nP − ρm(D−2)Γ

D−2
nP − ρm(D−1)Γ

D−1
nP − ρmDΓD

nP .

根据定义 7.2 和定义 7.3 ，经过计算最终得到：

lL;P = ∂P lL − glLZP − glRAP − gνLW 1
P

− 1

2

[
cD−2
D−4

(
ρ(D−2)(D−3) + ρ(D−3)(D−2)

)
+ cD−2

D−3

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)] g√
2
W 1

P

− 1

2

[
cD−1
D−4

(
ρ(D−1)(D−3) + ρ(D−3)(D−1)

)
+ cD−1

D−3

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)] g√
2
W 1

P

− 1

2

[
cDD−4

(
ρD(D−3) + ρ(D−3)D

)
+ cDD−3

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)] g√
2
W 1

P ,
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lR;P = ∂P lR − glRZP − glLAP ,

νL;P = ∂P νL − gνLZP − glLW 1
P

− 1

2

[
cD−2
D−4

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)
+ cD−2

D−3

(
ρ(D−3)(D−2) + ρ(D−2)(D−3)

)] g√
2
W 1

P

− 1

2

[
cD−1
D−4

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)
+ cD−1

D−3

(
ρ(D−3)(D−1) + ρ(D−1)(D−3)

)] g√
2
W 1

P

− 1

2

[
cDD−4

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)
+ cDD−3

(
ρ(D−3)D + ρD(D−3)

)] g√
2
W 1

P ,

νR;P = ∂P νR − gνRZP .

然后，根据 l′ 和 ν′ 的定义，我们得到

l′L = lL

+
cD−2
D−4

2
√
2

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)
+
cD−1
D−4

2
√
2

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)
+
cDD−4

2
√
2

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)
+
cD−2
D−3

2
√
2

(
ρ(D−2)(D−3) + ρ(D−3)(D−2)

)
+
cD−1
D−3

2
√
2

(
ρ(D−1)(D−3) + ρ(D−3)(D−1)

)
+
cDD−3

2
√
2

(
ρD(D−3) + ρ(D−3)D

)
,

ν′L = νL

+
cD−2
D−3

2
√
2

(
ρ(D−2)(D−4) + ρ(D−4)(D−2)

)
+
cD−1
D−3

2
√
2

(
ρ(D−1)(D−4) + ρ(D−4)(D−1)

)
+
cDD−3

2
√
2

(
ρD(D−4) + ρ(D−4)D

)
+
cD−2
D−4

2
√
2

(
ρ(D−2)(D−3) + ρ(D−3)(D−2)

)
+
cD−1
D−4

2
√
2

(
ρ(D−1)(D−3) + ρ(D−3)(D−1)

)
+
cDD−4

2
√
2

(
ρD(D−3) + ρ(D−3)D

)
.

代入前式得到：
lL;P = ∂P lL − glLZP − glRAP − gν′LW 1

P ,

lR;P = ∂P lR − glRZP − glLAP ,

,


νL;P = ∂P νL − gνLZP − gl′LW 1

P ,

νR;P = ∂P νR − gνRZP . □

■ 注记 7.1：以上命题给出了弱相互作用 PMNS 混合的几何起源。在规范场的仿射连络表示中，PMNS

混合作为流形上的几何性质而出现。

在传统物理学中，e、µ、τ 仅仅具有本体论的区别，但不具有数学内涵的区别。相比之下，命题 7.1 告诉

我们，三代轻子应该会由 {ρpq, ρqp}p=4,5; q=6,7,8 的不同线性组合来构造。这样一来，e、µ、τ 就能够具有可

区分的数学内涵了。比如，设 aµ、bµ、aµ
m
n 、bµ

m
n 、aτ、bτ、aτ

m
n 、bτ

m
n 都是常数，我们可以设想：


e ≜ l = (ρ(D−4)(D−4), ρ(D−3)(D−3))

T ,

νe ≜ ν = (ρ(D−3)(D−4), ρ(D−4)(D−3))
T .
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

µ ≜ aµe+
1

2

(
aµ

D−2
D−4ρ(D−2)(D−4) + aµ

D−1
D−4ρ(D−1)(D−4) + aµ

D
D−4ρD(D−4),

aµ
D−2
D−3ρ(D−2)(D−3) + aµ

D−1
D−3ρ(D−1)(D−3) + aµ

D
D−3ρD(D−3)

)T
.

νµ ≜ bµνe +
1

2

(
bµ

D−2
D−3ρ(D−2)(D−4) + bµ

D−1
D−3ρ(D−1)(D−4) + bµ

D
D−3ρD(D−4),

bµ
D−2
D−4ρ(D−2)(D−3) + bµ

D−1
D−4ρ(D−1)(D−3) + bµ

D
D−4ρD(D−3)

)T
.

τ ≜ aτµ+
1

2

(
aτ

D−2
D−4ρ(D−4)(D−2) + aτ

D−1
D−4ρ(D−4)(D−1) + aτ

D
D−4ρ(D−4)D,

aτ
D−2
D−3ρ(D−3)(D−2) + aτ

D−1
D−3ρ(D−3)(D−1) + aτ

D
D−3ρ(D−3)D

)T
.

ντ ≜ bτνµ +
1

2

(
bτ

D−2
D−3ρ(D−4)(D−2) + bτ

D−1
D−3ρ(D−4)(D−1) + bτ

D
D−3ρ(D−4)D,

bτ
D−2
D−4ρ(D−3)(D−2) + bτ

D−1
D−4ρ(D−3)(D−1) + bτ

D
D−4ρ(D−3)D

)T
.

■命题 7.2：当 (M,F)和 (M,G)满足定义 7.3 的对称条件（1）（2）（5）（6）时，记

d′1L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D−1(ρ(D−4)(D−2) + ρ(D−2)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−3
D−2(ρ(D−4)(D−1) + ρ(D−1)(D−4))

+
1

2
√
2
cD−4
D−1(ρ(D−3)(D−2) + ρ(D−2)(D−3)) +

1

2
√
2
cD−4
D−2(ρ(D−3)(D−1) + ρ(D−1)(D−3)),

d′2L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D (ρ(D−4)(D−1) + ρ(D−1)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−3
D−1(ρ(D−4)D + ρD(D−4))

+
1

2
√
2
cD−4
D (ρ(D−3)(D−1) + ρ(D−1)(D−3)) +

1

2
√
2
cD−4
D−1(ρ(D−3)D + ρD(D−3)),

d′3L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D−2(ρ(D−4)D + ρD(D−4)) +

1

2
√
2
cD−3
D (ρ(D−4)(D−2) + ρ(D−2)(D−4))

+
1

2
√
2
cD−4
D−2(ρ(D−3)D + ρD(D−3)) +

1

2
√
2
cD−4
D (ρ(D−3)(D−2) + ρ(D−2)(D−3)),

u′1L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D−2(ρ(D−4)(D−2) + ρ(D−2)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D−2(ρ(D−3)(D−2) + ρ(D−2)(D−3))

+
1

2
√
2
cD−3
D−1(ρ(D−4)(D−1) + ρ(D−1)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D−1(ρ(D−3)(D−1) + ρ(D−1)(D−3)),

u′2L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D−1(ρ(D−4)(D−1) + ρ(D−1)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D−1(ρ(D−3)(D−1) + ρ(D−1)(D−3))

+
1

2
√
2
cD−3
D (ρ(D−4)D + ρD(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D (ρ(D−3)D + ρD(D−3)),

u′3L ≜ 1

2
√
2
cD−3
D (ρ(D−4)D + ρD(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D (ρ(D−3)D + ρD(D−3))

+
1

2
√
2
cD−3
D−2(ρ(D−4)(D−2) + ρ(D−2)(D−4)) +

1

2
√
2
cD−4
D−2(ρ(D−3)(D−2) + ρ(D−2)(D−3)).

那么 F 的几何性质 d1、d2、d3、u1、u2、u3 在 (M,G)上满足：
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d1L;P = ∂P d1L − gsd1LU1
P + gsd2LV

1
P − gsd3LV 1

P

− gsu1LX23
P −

gs
2
u2LX

31
P +

gs
2
u2LY

31
P −

gs
2
u3LX

12
P −

gs
2
u3LY

12
P − gu′1LW 1

P ,

d2L;P = ∂P d2L − gsd2LU2
P + gsd3LV

2
P − gsd1LV 2

P

− gsu2LX31
P −

gs
2
u3LX

12
P +

gs
2
u3LY

12
P −

gs
2
u1LX

23
P −

gs
2
u1LY

23
P − gu′2LW 1

P ,

d3L;P = ∂P d3L − gsd3LU3
P + gsd1LV

3
P − gsd2LV 3

P

− gsu3LX12
P −

gs
2
u1LX

23
P +

gs
2
u1LY

23
P −

gs
2
u2LX

31
P −

gs
2
u2LY

31
P − gu′3LW 1

P ,

d1R;P = ∂P d1R − gsd1LV 1
P + gsd2LU

1
P − gsd3LU1

P

+ gsu1LY
23
P +

gs
2
u2LX

31
P −

gs
2
u2LY

31
P −

gs
2
u3LX

12
P −

gs
2
u3LY

12
P ,

d2R;P = ∂P d2R − gsd2LV 2
P + gsd3LU

2
P − gsd1LU2

P

+ gsu2LY
31
P +

gs
2
u3LX

12
P −

gs
2
u3LY

12
P −

gs
2
u1LX

23
P −

gs
2
u1LY

23
P ,

d3R;P = ∂P d3R − gsd3LV 3
P + gsd1LU

3
P − gsd2LU3

P

+ gsu3LY
12
P +

gs
2
u1LX

23
P −

gs
2
u1LY

23
P −

gs
2
u2LX

31
P −

gs
2
u2LY

31
P ,

u1L;P = ∂Pu1L − gsu1LU1
P −

gs
2
u2LX

12
P −

gs
2
u2LY

12
P −

gs
2
u3LX

31
P +

gs
2
u3LY

31
P

− gsd1LX23
P + gsd2LY

23
P − gsd3LY 23

P − gd′1LW 1
P ,

u2L;P = ∂Pu2L − gsu2LU2
P −

gs
2
u3LX

23
P −

gs
2
u3LY

23
P −

gs
2
u1LX

12
P +

gs
2
u1LY

12
P

− gsd2LX31
P + gsd3LY

31
P − gsd1LY 31

P − gd′2LW 1
P ,

u3L;P = ∂Pu3L − gsu3LU3
P −

gs
2
u1LX

31
P −

gs
2
u1LY

31
P −

gs
2
u2LX

23
P +

gs
2
u2LY

23
P

− gsd3LX12
P + gsd1LY

12
P − gsd2LY 12

P − gd′3LW 1
P ,

u1R;P = ∂Pu1R − gsu1RU1
P +

gs
2
u2RX

12
P +

gs
2
u2RY

12
P +

gs
2
u3RX

31
P −

gs
2
u3RY

31
P ,

u2R;P = ∂Pu2R − gsu2RU2
P +

gs
2
u3RX

23
P +

gs
2
u3RY

23
P +

gs
2
u1RX

12
P −

gs
2
u1RY

12
P ,

u3R;P = ∂Pu3R − gsu3RU3
P +

gs
2
u1RX

31
P +

gs
2
u1RY

31
P +

gs
2
u2RX

23
P −

gs
2
u2RY

23
P .

证明：将定义 7.2 代入 ρmn 中并考虑定义 7.3 进行计算，再将 d′1L, d
′
2L, d

′
3L, u

′
1L, u

′
2L, u

′
3L 代入即可。

□
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■ 注记 7.2：以上命题给出了 CKM 混合的一种几何起源。我们看到，在规范场的仿射连络表示中，

d′1L, d
′
2L, d

′
3L, u

′
1L, u

′
2L, u

′
3L 作为流形上的几何性质而出现。具体的 CKM 混合关系可在一组附加条件例

如

ρ(D−2)(D−2) = a23ρ(D−2)(D−3) + a13ρ(D−1)(D−3) + a24ρ(D−2)(D−4) + a14ρ(D−1)(D−4)

+ a23ρ(D−2)(D−3) + a03ρD(D−3) + a24ρ(D−2)(D−4) + a04ρD(D−4),

ρ(D−1)(D−1) = a32ρ(D−3)(D−2) + a31ρ(D−3)(D−1) + a42ρ(D−4)(D−2) + a41ρ(D−4)(D−1)

+ a13ρ(D−1)(D−3) + a03ρD(D−3) + a14ρ(D−1)(D−4) + a04ρD(D−4),

ρDD = a32ρ(D−3)(D−2) + a30ρ(D−3)D + a42ρ(D−4)(D−2) + a40ρ(D−4)D

+ a31ρ(D−3)(D−1) + a30ρ(D−3)D + a41ρ(D−4)(D−1) + a40ρ(D−4)D,

ρ(D−2)(D−1) = a23ρ(D−2)(D−3) + a13ρ(D−1)(D−3) + a24ρ(D−2)(D−4) + a14ρ(D−1)(D−4),

ρ(D−1)(D−2) = a32ρ(D−3)(D−2) + a31ρ(D−3)(D−1) + a42ρ(D−4)(D−2) + a41ρ(D−4)(D−1),

ρ(D−2)D = a23ρ(D−2)(D−3) + a03ρD(D−3) + a24ρ(D−2)(D−4) + a04ρD(D−4),

ρD(D−2) = a32ρ(D−3)(D−2) + a30ρ(D−3)D + a42ρ(D−4)(D−2) + a40ρ(D−4)D,

ρ(D−1)D = a13ρ(D−1)(D−3) + a03ρD(D−3) + a14ρ(D−1)(D−4) + a04ρD(D−4),

ρD(D−1) = a31ρ(D−3)(D−1) + a30ρ(D−3)D + a41ρ(D−4)(D−1) + a40ρ(D−4)D

下得到。另外，这个命题还说明仿射连络表示不会像一些 GUT 那样造成质子衰变成轻子的问题。

■定义 7.4：如果 F 满足

ρ(D−2)(D−2) = ρ(D−1)(D−1) = ρDD = ρ(D−2)(D−1) = ρ(D−1)(D−2) = ρ(D−1)D = ρD(D−1) = ρD(D−2)

= ρ(D−2)D = 0,

Γ(D−2)(D−2)P = Γ(D−1)(D−1)P = ΓDDP = Γ(D−2)(D−1)P = Γ(D−1)(D−2)P = Γ(D−1)DP = ΓD(D−1)P

= ΓD(D−2)P = Γ(D−2)DP = 0,

则称 F 为轻子场，否则称为强子场。设 F 是强子场，如果 F 满足 d1、d2、d3、u1、u2、u3 这六者中有五个

为零，剩下一个非零，则将 f 称为单独的夸克。

■命题 7.3：不存在单独的夸克，即：如果 d1、d2、d3、u1、u2、u3 这六者中有五个为零，那么 d1 = d2 =

d3 = u1 = u2 = u3 = 0。

41



预印本 - 版本号：1.0.20210804.01

对于单独的下型夸克来说，这是明显的。无妨设 u1 = u2 = u3 = 0且 d1 = d2 = 0，这时 ρ(D−2)(D−2) =

ρ(D−1)(D−1) = ρDD = 0，于是必有 d3 = 0。

对于单独的上型夸克来说，本文尚未在证明上取得进展。尽管如此，命题 7.3 为色禁闭提供了一种新的

几何理解，这本身就是重要的。它涉及曲率在不同维度之间的一种自然而然的几何约束。

8 结论

一、本文建立了规范场的仿射连络表示，有以下几个主要观点：

（1）全连络 (3) 式包含了比 Levi-Civita 连络更多的几何信息，它可以统一地描述规范场和引力场。

（2）时间是关于内部坐标空间和外部坐标空间所有维度的总度量。

（3）实际（on-shell）演化由梯度方向来刻画。

（4）量子理论是梯度方向分布的几何理论，它有第 3.9 节所述的几何意义。

二、在规范场的仿射连络表示中，实现了以下统一的数学描述：

（1）引力场和规范场都能用仿射连络来表示，它们有统一的坐标描述。全连络 ΓM
NP 的一部分描述电磁、

弱和强相互作用场等规范场，ΓM
NP 的另一部分描述引力场。

（2）规范场和基本粒子场有统一的几何构造，它们都是用半度规构造的几何实体。ρMN 的 m,n ∈

{4, 5, · · · ,D}的分量 ρmn 描述轻子和夸克，ρMN 的其余分量可能描述暗物质粒子场。

（3）规范场和基本粒子场的物理演化有统一的几何描述，它们的实际（on-shell）演化和量子演化都表

现为有关梯度方向的几何性质。

（4）量子理论和引力理论有统一的几何解释和相同的时空观，它们都反映了流形的内蕴几何性质。

三、规范场的仿射连络表示的其他优点：

（1）相互作用的耦合常数的几何意义得到了更清晰的理解。

（2）手征不对称性、PMNS 混合和 CKM 混合作为流形上的几何性质而出现。

（3）可以避免质子衰变成轻子的问题。

（4）夸克的色禁闭会有一种几何解释。

这些物理性质在仿射连络表示中可以得到更好的理解。因此，用仿射连络来表示规范场很可能是通往物

理学终极理论的必经之路。
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